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Introduction

Le présent travail de thése est le fruit d’'une Convention Industrielle de Forma-
tion par la Recherche (CIFRE). Le partenaire académique de cette thése CIFRE est
le Laboratoire de Statistique et Probabilités de I’Université Paul Sabatier (Toulouse
III). Quant au partenaire industriel, il s’agit de la société IRINCOM /TrafficFirst
(http://www.trafficfirst.com/) dirigée par Christophe Communay. TrafficFirst est
une société spécialisée dans 1’élaboration de I'information trafic en temps réel. Elle
met ces données a disposition des professionnels pour qu’ils puissent les intégrer
dans leurs applications. La premiére partie de cette thése fait partie intégrante du
projet de prévision de trafic routier mené a bien par la société TrafficFirst.

Le recueil de mesures de trafic routier s’est considérablement amélioré, quantita-
tivement et qualitativement, ces derniéres années. Cela traduit un besoin croissant
des gestionnaires du trafic routier et des utilisateurs professionnels. En effet, ces
professionnels accordent une importance croissante aux déplacements effectués dans
une infrastructure routiére qui est en pleine expansion. Ce besoin est clairement
identifié dans de trés nombreux projets de grande envergure tels que [DPA94| et
[VGDPMW9g|.

Deux caractéristiques font du projet qui sous-tend cette thése un projet original.
D’une part, jusqu’a présent, les multiples études effectuées sur le sujet étaient desti-
nées aux gestionnaires de la route (comme dans [VGDPMW98|) et non pas, comme
ici, aux utilisateurs professionnels. De plus, les différentes études effectuées jusque
1a portent sur des sections de routes bien précises (comme dans [DPA94]) et non pas
sur la totalité du réseau routier, ce qui est ici I’objectif. Plus précisément, aucune
méthode de prévision de trafic sur la totalité d’un réseau routier n’est actuellement
en place. En effet, par exemple en France, les seules prévisions de trafic portent sur
un horizon d’une journée au minimum (Bison-Futé). Par contre, les prévisions a
horizon d’une a deux heures sont inexistantes ou non développées, ou non dévelop-
pables, a grande échelle.

Les chapitres 1 et 2 sont dédiés a la mise en place d’une méthode de prévision
de trafic routier & court terme (de quelques minutes a quelques heures). Plus préci-
sément, nous y développons une méthode de prévision de temps de parcours pour le
réseau autoroutier d’Ile-de-France. Le chapitre 2 est un article actuellement soumis.
Les chapitres 3, 4 et 5 sont dédiés a une problématique issue de I’étude des données
de trafic routier: le recalage de courbes. Le chapitre 4 est aussi un article actuelle-
ment soumis.
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Nous allons maintenant décrire de maniére succincte le contenu de la thése. Les
cing chapitres décrits brievement ci-dessus peuvent étre regroupés en trois parties
comme suit:

i) la prévision de temps de parcours,

ii) le modéle de translation,
iii) 'espérance structurelle.
Le contenu de chacune de ces trois parties est le suivant.

i) La prévision de temps de parcours

Dans le chapitre 1, nous décrivons les données qui font 'objet de notre étude et
qui sont utilisées dans la méthode de prévision de temps de parcours. Ces données
sont issues d’appareils de mesure (ou stations de comptage) situés le long des princi-
paux axes routiers. Ces stations de comptage sont réparties de fagon irréguliére, tous
les 300 & 500 métres environ, de maniére plus ou moins dense selon les axes routiers.
Les mesures issues d’une station de comptage sont: le débit, le taux d’occupation
et la vitesse du flux de véhicules détecté. Chacune de ces trois mesures de trafic
peut étre interprétée comme une fonction du temps. Nous pouvons ainsi présenter
un échantillon de taille m de 'une quelconque de ces mesures (notre historique de
données) comme les fonctions du temps

fi:lab = Ri=1,... m. (1)

De plus, ces fonctions sont observées de fagon discréte sur les n+1 points équirépartis
b—a :
tj:a—l—]Te[a,b],j:O,...,n. (2)

Les deux hypotheéses suivantes sont sous-jacentes a notre méthode de prévision de
trafic sur un réseau routier. D’une part, nous supposons qu’il existe un certain
nombre fini de comportements du réseau routier et que la connaissance de ces com-
portements types nous permet de prévoir les comportements futurs. D’autre part,
nous supposons que le comportement global du réseau peut étre déduit des compor-
tements observés sur chaque station de comptage. Ces hypothéses générales, trans-
posées & nos données, reviennent a supposer que, pour chaque station de comptage,
nos courbes observées sont les réalisations d’'un modéle de mélange du type

}/ij_ +€U Z]lk )‘|‘5U72_1 7j207"'7n7 (3)

ot, les fonctions (f}),_; , sont les comportements types (ou profils types) de la
station de comptage coflsidérée, observés sur la grille (2); les variables aléatoires
non observées (X;),_, . sont supposées i.i.d. et & valeurs dans I’ensemble discret
{1,...,K}, elles correépbndent aux variables exogénes inconnues ayant une influence
sur le trafic routier (jour de la semaine, calendrier scolaire, météorologie, etc.); les va-

riables aléatoires (g;;),_, . j—0....n modélisent le bruit de mesure. Ces hypothéses
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nous ont naturellement conduit & utiliser une méthode de classification automa-
tique afin d’estimer les profils types (f}) k—1...ic- D€ plus, nous avons fait appel a
des principes de la théorie de 'apprentissage afin d’estimer le nombre optimal de
comportements K. La méthode est résumée dans le chapitre 1 et détaillée dans le
chapitre 2. D’autre part, dans le chapitre 1, nous définissons la distance de R"*!
qui est utilisée lors de notre classification et en montrons une propriété importante
pour notre étude. En effet, nous constatons que nos données, qui sont des fonctions
du temps, ne peuvent pas étre discriminées avec une distance classique comme la
distance euclidienne. Cette problématique est par exemple étudiée dans [DLB96| qui
est consacré a l'analyse de fonctions du temps, ou données évolutives, ou données
longitudinales. Certaines de nos courbes présentent donc des similarités de structure
(des courbes semblables translatées les unes par rapport aux autres) qui sont prises
en compte par notre distance

A(wy) = /(x—y) D(a —y),

oll, z et y sont les vecteurs (f, (t;)),_, ., € R" et (fi,(;)),_y , € R™, avec

des valeurs (i1,io) dans {1,...,m}?; la matrice D, de taille n + 1, est définie par ces

éléments

n+1)—|k—1
n—+1

La méthode de classification automatique et de prévision est comparée (dans le cha-
pitre 2) & une méthode d’estimation des paramétres du modéle de mélange (3) qui
est basée sur la maximisation de la log-vraisemblance. Cette derniére méthode fait
appel 4 une extension stochastique de 1’algorithme EM (Expectation and Maximisa-
tion). En effet, les variables aléatoires (X;),_, ,, étant non observées, I'algorithme
EM nous permet de maximiser une log—vraiserﬁblance complétée par des simulations
de ces variables.

Dkl:<

k=1,...n+1,1=1,...n+ 1.

ii) Le modéle de translation

Les chapitres 3 et 4 sont dédiés a I’étude du modéle de translation

ou, f : R — R est une fonction T-périodique inconnue (7" = b — a); les valeurs
(07)i=1...m € R™ sont les paramétres de translation inconnus. En effet, la classifica-
tion des courbes issues de (1) nous a fait constater que, dans certaines des classes,
les courbes semblaient se déduire les unes des autres par une simple translation.
Dans notre contexte, cela peut s’expliquer aisément en supposant que le phénoméne
aléatoire de formation des congestions de trafic routier garde la méme structure d’un
jour & l'autre mais varie dans le temps, c’est-a-dire dans la journée. Dans le cha-
pitre 3, nous résumons les résultats théoriques obtenus, détaillons les motivations
et donnons les résultats sur notre prévision de temps de parcours. Le chapitre 4 est
’article soumis, nous y effectuons I’estimation des paramétres (67 )Z.lem € R™ par
une méthode de M-estimation. Le modéle étudié est en fait déduit du modéle (4)
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par un passage a la base de Fourier de nos fonctions (1). Plus précisément, en notant
j le nombre complexe tel que j? = —1, le modéle étudié s’écrit

dy = e_jlo‘fcl(f) +wy,i=1,...ml=—(n—-1)/2,...,(n—1)/2,

ol, n est supposé impair; les valeurs (¢;(f))
fonction f;les paramétres (oz;k = 2%92*)2:17”
malisés; les variables aléatoires (wil)izl,...,m,l:f(nfl) /2, (n—1)/2 sont i.i.d. complexes
et modélisent le bruit de mesure. Ainsi, la base de Fourier diagonalise ’opérateur
de translation et nous permet d’estimer les valeurs des paramétres de translation en

minimisant le critére empirique

1z sont les coefficients de Fourier de la
sont nos paramétres de translation nor-

:%Z Z Ea(a) — &),

ou, o = (ai)izl,...,m e R™;
Gala) =edy,i=1,...ml=—(n—-1)/2,...,(n—1)/2,

est le coefficient de Fourier rephasé;
. Em (n=1)/2,...,(n=1)/2
= — —(n— coo(n—
m — Y ) )

est la moyenne des coefficients rephasés; la suite (0;),., est convenablement choi-
sie. Nous montrons la consistance de l’estimateur obtenu dans ce modéle semi-
paramétrique, ainsi que sa normalité asymptotique.

iii) L’espérance structurelle

Dans le chapitre 5, nous élargissons le modéle (4). En effet, 'utilisation de ce
modéle s’est avérée étre inefficace dans notre cadre de prévision de trafic. Cela peut
s’expliquer par le fait que la similarité que nous avons constatée entre certaines de nos
courbes ne se déduit par seulement d’une simple translation mais d’une déformation
plus générale de I’axe des abscisses. Nous pouvons traduire cela en écrivant

fi(-)=foh'(),i=1,...,m,

ol les fonctions, dites de déformation, (h;),_, .. sont inconnues. Ce probléme est
explicité dans [RS97] et [RS02]. Lorsque nos observations sont des fonctions du
temps, deux sortes d’aléas peuvent apparaitre: un aléa en amplitude et un aléa en
temps. D’un point de vue statistique, ce probléme apparait dans |[Raob8| et fait
référence a la comparaison de courbes de croissance. De nombreuses méthodes de
résolution ont été proposées ces derniéres années. Notamment dans [WG97| sous la
dénomination anglaise structural averaging, et sous ’appellation curve registration
dans [RD91], [RWF95], [RLI8|, [KG92|, [Kne94] et [KLMROO]. Or, les estimations
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des fonctions (h;),_, _,, proposées dans les travaux cités ci-dessus ne tiennent pas
compte de I'information apportée par un nombre croissant d’observations. En effet,
ces méthodes sont principalement basées sur le recalage de deux fonctions. Une fois
ce recalage obtenu, il est possible de recaler ’ensemble des m fonctions sur une
fonction donnée a priori ou sur une fonction moyenne dépendant elle-méme des
fonctions (hi);_; - Comme nous le détaillerons dans le chapitre 5, le modeéle ainsi
posé n’est pas identifiable. C’est aussi le cas de notre modéle (4). Notre nouveau
modéle s’écrit
Y= foH N wt;),i=1,....m,j=0,....n,

ol, les processus aléatoires (Hi)izl,...,m sont i.i.d. et la valeur w appartient & un cer-
tain espace probabilisé. Ce dernier modéle est lui aussi non identifiable. Par contre,
I’avantage d’un tel modéle est qu’il nous permet, sous certaines hypothéses sur le
processus de déformation H sous-jacent, de définir de maniére unique et intrinséque,
une notion d’espérance structurelle qui nous permet de palier a la non identifiabi-
lité. Ainsi, dans le chapitre 5, nous proposons un estimateur de cette espérance
structurelle et en montrons la consistance et la normalité asymptotique.
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Chapitre 1

Prévision de temps de parcours sur
le réseaux autoroutier d’Ile-de-France

La section 1.1 est dédiée a la description des données de trafic routier. Dans les
sections suivantes, nous résumons la méthode de prévision et donnons quelques résul-
tats. La méthode de prévision est entiérement décrite dans I’article soumis [LMLO2]
qui constitue le corps du chapitre 2. Ainsi, dans la section 1.2, nous rappelons 1'ob-
jectif de la prévision et la méthodologie utilisée. Dans la section 1.3, nous donnons
des résultats obtenus aprés la soumission de ’article. Enfin, dans la section 1.4, nous
donnons quelques résultats.

1.1 Les données

Une grande partie du réseau routier de I’agglomération parisienne est dotée d’une
infrastructure de mesure de 1’état du trafic. Les éléments premiers de cette infra-
structure sont des capteurs, implantés tous les 300 & 800 métres le long des axes
routiers. Le capteur est couplé & un appareil de mesure qui quantifie le phénoméne
détecté. Le couple capteur/appareil de mesure est appelé station de comptage. Le
nombre total de stations de comptage sur le réseau autoroutier parisien est actuel-
lement approximativement de 2000. Les mesures ou variables que nous étudions ici
ne sont pas directement issues des capteurs. En effet, nos variables d’intérét sont
dites macroscopiques par opposition aux mesures dites microscopiques qui sont, par
exemple, les mesures d’écart de temps inter-véhiculaires ou I’espacement entre véhi-
cules. Ces mesures macroscopiques sont donc des moyennes pondérées des mesures
microscopiques sur des périodes de temps de 20 secondes, 1 minute ou 6 minutes.
Notre période de référence est de 6 minutes. Les principales variables macroscopiques
issues des stations de comptage sont:

e le débit, qui correspond a la répartition des véhicules dans le temps,
e la concentration, qui correspond a la répartition des véhicules dans I’espace,

e le taux d’occupation, qui est une grandeur sans dimension, définie a partir
de la concentration et caractérisant la proportion de temps durant laquelle le
capteur est occupé,

e la vitesse du flot de véhicules.
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Le lecteur intéressé par les modes de fonctionnement des différents capteurs utilisés
dans le domaine du trafic routier, ainsi que par une description détaillée des variables
mesurées, pourra se référer a [Coh90|. Au sein du Service Inter-départemental de
I’Exploitation Routiére (SIER) de la Direction Régionale de I’Equipement (DRE)
d’Tle-de-France, les données mesurées ont été sauvegardées depuis plusieurs années.
Cela nous a permis de nous intéresser a la période de deux ans allant du 1¢" janvier
2001 au 1" janvier 2003. Plus précisément, notre échantillon comprend 709 jour-
nées de mesures. Nous allons maintenant décrire la structure de ces données sur un
troncon de route particulier de I’A4W. Ce trongon de route comprend 38 stations
de comptage et mesure 21.82 kilomeétres. Nous noterons par la suite:

e (; la station de comptage numéro s, avec s = 1,...,5 = 38,
e ¢, le jour de la mesure numéro j, avec j = 1,...,J = 709.

Pour chaque station (, et chaque journée &;, nous possédons les mesures de vitesse,
de débit et de taux d’occupation sur des périodes de 6 minutes, de 5h00 a 23h00, soit
180 mesures par station et par jour. Les mesures situées entre 23h00 et 5h00 sont trés
chaotiques et n’ont pas été introduites dans ’étude. En effet, 'intérét est en premier
lieu porté sur les données qui vont nous permettre d’obtenir la prévision demandée,
a savoir les heures de la journée durant lesquelles les activités économiques liées au
trafic routier sont trés importantes (voir [LMLO02]). Nous noterons les mesures de
vitesse V*(p) avec p = 1,...,P =180, s = 1,...,§ = 38 et j = 1,...,J = 709.
La période p correspond donc a l'intervalle horaire [EX32 2XX0[ Par exemple, pour
p = 1, la période correspondante est [5.0,5.1], soit de 5h00 a 5h06. De méme, pour
les mesures de débit et de taux d’occupation, nous noterons (D3 (p))jsp et (T (p))jsp.
Nous avons donc au total 26 942 courbes de vitesse et 4 849 560 mesures de vitesse,
et le méme nombre de données pour les mesures de débit et de taux d’occupation.
La figure 1.1 nous présente, pour une journée j fixée (le 17 janvier 2001) et une
station s fixée, les données (V(p )) . (DS( ) " et (T3(p)) bt . Cette
figure illustre le lien existant entre ces tr01s mesures du traﬁc routler La chute de
la vitesse entre 7h00 et 8h30 est bien évidemment directement liée & une demande
accrue des utilisateurs du réseau routier, soit a une augmentation du débit et bien

stir du taux d’occupation.

Une représentation des variables de trafic, de plus en plus utilisée par les ges-
tionnaires du trafic routier, est la cartographie automatique (voir [Coh90]). Il s’agit
de représenter la variable d’intérét dans un compact de R2. Plus précisément, il
s’agit d’une représentation temps/espace de la variable étudiée. Par exemple, 'axe
des abscisses représente le temps, dans notre cas nous aurons une représentation
dans l'intervalle [5h00,23h00], et 1’axe des ordonnées représente ’espace, dans notre
cas nous aurons la disposition des 38 stations de comptage considérées, donc un
intervalle de 21.82 kilométres. Cette représentation peut, par exemple, prendre la
forme de courbes de niveaux et fait dans ce cas appel a des méthodes d’interpolation
et d’estimation de contours. Ces cartes fournissent aux exploitants du réseaux des
outils permettant, par exemple, de visualiser, de quantifier et de suivre 1’évolution
des phénoménes de congestion du trafic sur un trongon de route particulier. A titre
d’illustration, la figure 1.2 nous présente une grille irréguliére et rectangulaire de la
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Fi1G. 1.1 — De haut en bas, les données de vitesse, de débit et de tauzr d’occupation,
pour la journée du 17 janvier 2001 et pour une station de comptage fizée.

variable vitesse sur notre trongon de route A4W, pour la journée du 17 janvier 2001.
La grille est dite irréguliére lorsque sur 'un au moins des axes les points d’obser-
vation ne sont pas équirépartis, ce qui est bien évidemment le cas ici puisque nos
stations de comptage ne sont pas toutes a la méme distance. Le terme rectangulaire
fait référence a l'orthogonalité des axes du plan de la représentation. Cette carte
nous montre donc que les congestions sont apparues ce jour-la entre 7h00 et 10h00
sur les 10 premiers kilométres du troncon, et dans I’aprés-midi, entre 17h00 et 20h00
mais de fagon plus sporadique tout le long du trongon de route.

La figure 1.2 nous permet ici de souligner un point trés important concernant
les mesures du trafic routier. Les zones claires du graphe correspondent a des vi-
tesses faibles. Or, dans notre base de données, les données manquantes sont notées
“-1” et sont donc ici représentées en blanc. Ces données manquantes sont dans notre
graphique notées “-” pour ne pas les confondre avec des vitesses trées faibles. Le pour-
centage de données manquantes est d’environ 14% pour ce 17 janvier 2001. Pour la
totalité des données de notre troncon A4W, le pourcentage de données manquantes
est de 25%. Les causes de ces données manquantes peuvent étre multiples. La fra-
gilité des dispositifs de mesure et la difficulté d’entretien d’une infrastructure d’une
telle ampleur font que le pourcentage de données manquantes est trés important.
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F1G. 1.2 — Représentation des données de vitesse pour la journée du 17 janvier 2001.
Les données manquantes sont marquées avec le signe "

Ce pourcentage est le méme pour chacune des trois variables étudiées. En effet, la
donnée manquante est, a priori, due & un mauvais fonctionnement de ’appareil de
mesure et les trois mesures (de vitesse, de débit et de taux d’occupation) sont ainsi
égales & -1 pour les mémes périodes. La figure 1.3 représente le pourcentage de don-
nées manquantes par jour et par station de comptage. Cela nous permet de constater
que certaines des stations de comptage ont été hors service durant la quasi totalité
de la période de deux ans que nous considérons. Cela nous permet de constater
aussi que le pourcentage de données manquantes est rarement strictement compris
entre 0% et 100%. Cela signifie tout simplement que lorsque la station de comp-
tage est hors service, elle le reste jusqu’a l'intervention des gestionnaires du réseau.
Ainsi, méme si 'apparition des données manquantes peut étre considérée comme
aléatoire, sa propagation dans le temps ne l'est pas. Ces données manquantes ne
sont donc pas missing at random (MAR). Cette remarque est visuellement validée
par la figure 1.4 qui représente le nombre de données manquantes pour chaque jour-
née de notre échantillon et pour chacune des stations de comptage. En effet, les
pourcentages de données manquantes des station de comptage semblent bien indé-
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pendants. Cette indépendance est liée a I'indépendance des appareils de mesure. Par
contre, ’évolution du pourcentage de données manquantes durant nos 709 journées

ne semble pas étre dans ce cas.
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F1G. 1.3 — Pourcentage de données de vitesse manquantes par station et par jour.

A ces trés nombreuses données manquantes viennent s’ajouter des données dites
aberrantes. Ces données sont moins faciles a détecter mais sont aussi trés nom-
breuses. C’est aprés cette constatation que nous avons mis en place un protocole
qualité afin de détecter dans un premier temps les données aberrantes et de complé-
ter ensuite au mieux les données. La complétion des données est basée sur la méthode
déja utilisée en cartographie automatique des variables de trafic (voir [Coh90]). II
s’agit d’estimer les données manquantes par une moyenne pondérée des plus proches
voisins. Ce protocole est explicité dans le chapitre 2 ([LML02]). Nous en donnons
aussi les principaux résultats. A titre d’exemple, la figure 1.5 nous présente les me-
sures de la journée du 17 janvier 2001 aprés ce protocole qualité. Le pourcentage
de données manquantes n’est plus que de 2%. Pour la totalité de nos données de
vitesse, aprés le protocole qualité, le pourcentage de données manquantes est de 6%.
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F1G. 1.4 — Pourcentage de données manquantes pour chaque journée de notre échan-
tillon (figure du haut) et pour chaque station de comptage (figure du bas).

1.2 L’objectif et la méthodologie

L’objectif de I’étude est la prévision, & I'heure H, du temps de parcours, sur
un itinéraire donné, d’un utilisateur qui prendra la route a I'heure H + h, avec
h > 0. Nous supposerons que H appartient a la période numéro p, c’est-a-dire que
H e [p0$49,p0;650 [ Par définition, le temps de parcours prévu (TPP) est le temps
que va mettre un véhicule entrant a I'heure H + h dans l’itinéraire donné pour
parcourir celui-ci. Pour nous, un itinéraire est un troncon de route contenant un
certain nombre de stations de comptage et délimité par deux d’entre elles. Le temps
de parcours prévu est donc un indicateur de 1’état du trafic & I’heure H + h sur ce
trongon de route. Le TPP peut étre estimé de différentes fagcon. Traditionnellement,
il est estimé a partir des données de débit et de taux d’occupation. Dans notre
approche, nous nous sommes contentés des données de vitesse pour ’estimation de
cet indicateur de I’état du trafic. Notre algorithme de calcul du temps de parcours
(TP) sur un itinéraire donné est basé sur la simulation du suivi d’un véhicule de
la premiére & la derniére station de comptage. En effet, lors de son parcours, le
véhicule ne garde pas une vitesse constante. Sa vitesse évolue en fonction de la vitesse
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F1G. 1.5 — Représentation des données de vitesse pour la journée du 17 janvier 2001
apres le protocole qualité. Les données manquantes sont marquées avec le signe “”.

mesurée par la station de comptage la plus proche et en fonction du temps que le
véhicule va mettre pour aller d’une station a I'autre. Donc, d’aprés cette estimation
du TP, si nous connaissons les vitesses le jour de la demande de prévision, noté &,
c’est-a-dire si nous connaissons les vitesses (ij) (p))josp pour toutes les stations de
comptage de I'itinéraire ((5,s = 1,...,5) et pour toutes les périodes de la journée &,
(p=1,...,P), alors nous pouvons calculer le TPP demandé. Or, bien évidemment,
a la période pg, nous ne connaissons les données de vitesse que pour les périodes
strictement inférieures & py:

Vep),pef{l,....po— 1}, s €{1,...,5}

[’idée générale pour I'estimation du TPP est, d’une part, que I'itinéraire sur lequel
doit se dérouler la prévision peut étre décomposé en stations de comptage. D’autre
part, que la connaissance a un instant H des vitesses

(V]z (p))PZpo

pour toutes les stations de comptage de I'itinéraire, nous permet de faire le calcul
du TPP. Ainsi, notre probléme de prévision de temps de parcours est un probléme
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de prévision des courbes de vitesse pour chaque station de comptage. Pour cette
prévision, nous faisons I'hypothése que sur chaque station de comptage, il existe
un nombre fini de courbes de vitesse qui représentent, & quelques fluctuations prés,
les comportements types sur cette station de mesure. Donc, nous supposons que
toute nouvelle courbe de vitesse peut étre approximée par 'un de ces profils types.
Pour P’estimation de ces profils, nous faisons appel & une méthode classique de
classification hiérarchique et a un principe d’apprentissage. Dans la section suivante,
nous décrivons le principe de la classification. La méthode de prévision a proprement
parler est détaillée dans le chapitre 2.

1.3 Une distance appropriée a nos données

Dans notre méthode de prévision, nous faisons appel a une méthode de clas-
sification hiérarchique. La classification hiérarchique consiste a classer un groupe
d’individus en un nombre réduit de classes. Cela nous permet de résumer I'informa-
tion contenu dans notre échantillon de départ. La mise en place de la classification
hiérarchique nécessite au préalable la définition

e des individus étudiés,

e d’une distance (ou similarité) entre individus,

e d’une distance (ou similarité) entre classes d’individus.

Les individus sont ici des fonctions mesurées sur un nombre fini de points d’un
intervalle [a,b] C R, plus précisément sur les points t; = a + %,i =1,...,n. Un
individu est donc un vecteur réel x = (xy,...,z,)" avec n € N* (le symbole “”
étant le symbole de transposition d’une matrice). Dans cette section, nous justifions
le choix de la distance entre individus utilisée dans le chapitre 2 ([LMLO02]). Cette
distance, que nous noterons A, est définie, pour deux individus z € R" et y € R",
par

A(zy) =/ (z —y)D(z —y), (1.1)
ou D est une matrice que nous détaillerons plus tard. De plus, afin de montrer que
A est bien une distance, nous montrerons que la matrice D est bien définie-positive.
Pour cela, nous aurons besoin du lemme 1.1. Avant d’énoncer ce lemme, définissons
la matrice carrée de Toéplitz A (|GS58|), de taille m € N*, par ses éléments

Vi=1,...mVj=1,....ma;=c—|i—j|

ou ¢ € R. Soit, sous forme matricielle,

A= _ h ' : (1.2)
c—m+1 ... c—1 c
Lemme 1.1 Le déterminant de la matrice A, noté |A|, définie par (1.2) vaut

|A] =2"72(2c —m + 1).
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Preuve 1.2 En soustrayant, sur la matrice A, la colonne (I — 1) a la colonne [,
pour tout [ = 2,...,m, nous obtenons

c -1 ... -1
c—1 1 :
Al = _
: : .o =1
c—m+1 1 ... 1
Ainsi, en développant ce déterminant par rapport a la premiére colonne, nous obte-

nons
m

A=) (=) e =1+ 1)|Anl, (1.3)

=1
ot, |Ay| est le déterminant mineur de A associé a ’élément ay, c’est-a-dire, le
déterminant de la matrice carrée A;; obtenue en dtant la ligne | et la colonne 1 de
la matrice A. L’expression (1.3) se simplifie en remarquant que les colonnes (I — 1)

et | de la matrice A;y sont égales pour tout [ = 2,...,m — 1. Ainsi,
Vi=2,...m—1,|As| = 0. (1.4)
De plus, nous avons A,,; = —A},, d’ou
[Am| = (=1)" [ An]. (1.5)

Par conséquent, avec (1.4) et (1.5), nous obtenons l’expression suivante pour (1.3):
|A| = (2¢ —m + 1)| Ay
Avec des calculs similaires, faisant appel o (1.4) et (1.5), nous obtenons

1 -1 ... -1

1 1 .
Aul=| = 2|Bu|,

1 ... 1 1
avec, |By1| le déterminant mineur de Ay; associé a l’élément situé sur la premiére
ligne et la premiére colonne de Aq,. Par récurrence, nous obtenons

‘A11| - 2m72.

D’ou le résultat.
[ |

Nous définissons maintenant la matrice D, utilisée dans la définition (1.1) de la
distance A, par ces éléments
_n=li—]jl

ij_77Vi:17'--7n7vj:17"'7n'
n

D
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Soit, sous forme matricielle,
wp—| " A (1.6)

Proposition 1.3 L’application A de la définition (1.1), avec la matrice D définie
par (1.6), est une distance sur R™.

Preuve 1.4 D’aprés le lemme 1.1, les déterminants principouz de la matrice nD
sont tous strictement positifs, en effet,

Vm=1,...n,2"%2n—m+1) > 0.

Ainsi, la matrice nD est définie positive, et application A, définie avec le produit

scalaire x' Dy, est bien une distance.
|

La définition de la distance A peut étre élargie & des fonctions. Nous noterons A
les deux distances, en se référant, d’apres les arguments, a la définition vectorielle ou
fonctionnelle. Soient f et g deux fonctions de CY ([a,b]), ou C{([a,b]) est ensemble
des fonctions continues intégrables, positives et bornées, définies sur 'intervalle [a,b].
La distance A entre les deux fonctions f et g est définie par

A(f,g>=\/ [ =gyt - o) =g =5 auan.

Proposition 1.5 L’application A de la définition (1.7) est une distance sur C ([a,b]).

Preuve 1.6 Il suffit de montrer que ’application

o= [ [ g =5 =5 dua

est un produit scalaire sur C{([a,b]). Ceci est bien le cas, puisque pour toute paire
de fonctions f et g de CY([a,b]), nous avons,

- pour tout A € IR7 <Af7g> = )\<fag>7

- (L9) = (9./),

—{f.f) >0, en effet, f >0 et pour tout (u,v) € [a,b]?,0 < % <1,

- (f.fy =0= f =0, en effet, puisque f € C3([a,b]), nous avons

(b—a)—|u—v]
b—a "

(LHY=0 = Y(up) € [ab]? f(u)f(v)
= f=0.

D’o4 le résultat.
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Dans notre contexte de classification de courbes de vitesse, le principal intérét
de cette distance A réside dans la proposition suivante.

Proposition 1.7 Soient f : [a,b] — {0,1} et g, : [a,b] — {0,1} définies par

f(#) =Ly (t) — Lja,p(t),

et
9e(t) = Loy (t) — Ljageste(t),

avec, a <a<fB<beteecl=][a—ab—[]. Alors,

50 2a) e + 2((5__5)‘) €* Veela—p,0—alNI,

3 a— 2
((b i + 2((17—5)) le]  Vee (] —oo,a—pBUS—a,+o0])NI.

AQ(ﬁgE) = {

Preuve 1.8 Nous pouvons ici, sans perte de généralité, nous restreindre auz valeurs
positives de €. Aussi, nous supposons que —a < b— (3, et nous calculons séparément
A?(f.g.) avece € [0,3—a] et avec e €] —a,b—[3]. Ainsi, dans le cas 0 < € < f—a,
nous avons

f@) = ge(t) = —Tjaara(t) + Lig e (t),

donc
200 = [ [ 0~ 070~ 0 C= 0= gy

/ / L) (1) + i el (1)) (~ ) (0) + Lo el (v) = - 3 — % qu do
= /a / D (0D cn(0) ?2 :LQ)L % gy aw

- /a b/ab Lo ate ()L i,54¢(v) Gl 6(2 :LQ)L ~ % g do

- / b/ab L(,6+e[(u) Lja,a+e (V) b= C(Lz :LQ)L ~ Y quau

brb b—a)—|u—wv
Jr// Ligp+e[(U)Ligpte((v )( (2_C|L) |dUdU

a+€e pate B+e€ pate
</ / (b—a)— ]u—v[dudv—/ / (b—a) \u—v|dudv)

2

:a(b—a)6 +2 (b—a) 2

Dans le cas ou f — a < e < b— (3, les calculs sont similaires, avec
f(t) - ge(t) = _]]-]oz,ﬁ[(t) + ]]-]oz-i-s,ﬁ-‘re[(t)'

D’ou le résultat.
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L’utilisation de la distance A pour la classification automatique de nos courbes de
vitesse est bien justifiée par la proposition 1.7. En effet, la fonction f donnée dans
cette proposition simule, de maniére trés simplifiée, la chute de la vitesse mesurée
lors d’une congestion du trafic routier, sur un point donné du réseau, un jour donné.
De plus, la fonction g. simule, le méme type de phénoméne mais translaté dans la
journée. Ainsi, la proposition 1.7 nous dit que plus le phénoméne sera éloigné dans
le temps, c’est-a-dire, plus e sera grand, plus la distance entre nos deux courbes
f et g. sera grande. La figure 1.6 nous montre un exemple des distances A(f,g.)
obtenues avec les valeurs de f et de g. définies para =0,b=1,aa=0.2 et 5 =0.5.
Nous comparons aussi ces valeurs aux valeurs obtenues avec la distance euclidienne
classique. Dés que ¢ > (3 — «, c’est-a-dire dés que nos deux chutes de vitesse n’ont
plus d’intersection, la distance euclidienne reste constante. Il apparait donc qu’une
méthode de classification basée sur une distance classique ne peut étre efficace dans
la construction de classes bien séparées.

00 02 04 06 08 10

Delta
00 005 010 015 020 025

epsilon

euclidienne

epsilon

F1G. 1.6 — En haut, les fonctions f et g. définies dans la proposition 1.7, avec les
valeurs: a = 0,b=1,a = 0.2 et B = 0.5. La fonction f est en trait plein, la fonction
ge est en pointillés (¢ € [0,6 — a]) et la fonction g est en tirés (€ €] —a,b—f]).
Au milieu, les valeurs de A(f,g.) pour € € [0,b— (]. En bas, les valeurs de la distance
euclidienne entre f et g. pour € € [0,b— (3]. La droite verticale dans les deux graphes
du bas a pour abscisse 3 — «.
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1.4 Quelques résultats

Les résultats des prévisions de TP sont détaillés dans la section 2.5 du chapitre 2.
Nous soulignerons simplement ici que ces prévisions de temps de parcours sont as-
sez satisfaisantes, en ce sens ol les congestions de trafic sont assez bien estimées.
D’autant plus que la méthode utilisée ici ne considére pas la totalité des données
disponibles. En effet, nous pouvons supposer que l'introduction des données de dé-
bit et des données de taux d’occupation amélioreront les résultats. Par contre, notre
méthode n’est pas directement applicable a I’ensemble des données recueillies. En
effet, aprés différents essais incluant ces données dans notre méthode, nous avons
constaté que la prévision n’était pas meilleure. L’utilisation des données de débit et
de taux d’occupation s’avére étre plus délicate.
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Abstract: The purpose of this work is, on the one hand, to study how to forecast
road trafficking on highway networks and, on the other hand, to describe future
traffic events. Here, road trafficking is measured by the vehicle velocities. We propose
two methodologies, the first one is based on an empirical classification method, and
the second one, on a probability mixture model. We use an SAEM type algorithm
(a Stochastic Approximation of the EM algorithm) to select the densities of the
mixture model. Then, we test the validity of our methodologies by forecasting short
term travel times.
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2.1 Introduction

Long term forecasting of road traffic was developed a long time ago, for example
in the Bison Futé program (http://www.bison-fute.equipement.gouv.fr). The novel
idea of short term forecasting has only appeared recently. Indeed, the emergence of
new technologies enables us to obtain the necessary data in real time. Now, road
trafficking is not only a qualitative variable describing the state of a car stream
(moving, blocking or stopped, as it is done in [CDPB96]|), but also a quantitative
variable (with measures of speed, flow and occupancy rate).

Our main purpose is to forecast travel time on the Parisian highway network.
More precisely, we want to forecast, at time H, the travel time that a vehicle will
need, at time H + h, h > 0, to go from one point to another. Then, contrary to
previous works, see for example [VGDPMW98| or [DPA94|, where forecasts were
made only at a specific point of the network, we aim at estimating road trafficking
at all the points of the observation grid. This observation grid is composed of all the
measurement stations located on the network. Moreover, our methodology builds
archetypes of road trafficking whose interpretation is of great interest. Thus, we did
not consider an approach using time series. Indeed, such a work was done in [BJS03]
but the structure of our data prevents a wide use of these technics, as it will be
discussed later.

Two main assumptions are the core of our study. The first one is that, in a short
term, road trafficking mostly depends on what just happened. The second one is
that there is a fixed number of traffic patterns, and every new observation day can
be compared to them. The data used for this study have confirmed these statements.
Moreover, such assumptions are considered true by all the professionals of road traf-
fic, such as the INRETS (Institut National de Recherche sur les Transports et leur
Sécurité). As a consequence, the issue of travel time forecasting has two different
aspects. Firstly, we have to determine the representative behaviours or patterns of
road trafficking. Secondly, we have to compare the incoming observations to these
archetypes, and choose which behaviour this observation belongs to. Here, classifica-
tion methods enable us to allocate data into representative sets (see [Gor99], [Cel88],
[BFOS84] or [Jam78] for more general references). Also, mixture problems consist in
studying and identifying mixtures of probability distributions (see [Che95], [LL95]
or [CLO1] for example). Hence, they are well suited for our purpose.

The article is divided into four main parts. In the first part, Section 2.2, we
introduce the data used for this work. We also present the preliminary treatments
to detect and eliminate outliers. Then, we present the forecasting methodology.
Section 2.3 provides a model for the vehicle speed change by considering a mixture
setting. An SAEM type algorithm is used to estimate the different components
of the mixture. Section 2.4 is devoted to the study of an empirical classification
to construct significant clusters, and to give archetypes of each traffic behaviour.
Finally, in Section 2.5, we compare the two different approaches by forecasting travel
times with the patterns obtained by the two methodologies.
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2.2 Data and methodology

In Section 2.2.1, we first describe the data which our study is based on. After
that, in Section 2.2.2, considering the need of establishing a quality protocol for these
observations, we clarify the processing of aberrant data detection and of missing data
restoration. Lastly, in Section 2.2.3, we explain the forecasting method.

2.2.1 Description

Most of Paris and its suburb road network is equipped with a traffic measure-
ment infrastructure. The main elements of this infrastructure are sensors, set ap-
proximately at every 500 meters along main road axes. The sensor is coupled with a
measuring device which quantifies the detected phenomenon. The pair sensor/device
is called counting station. The main variables resulting from these counting stations
(see [Coh90]) are, for a fixed period of time, the following ones:

e the flow, defined by the number of vehicles detected by the sensor,

e the occupancy rate, defined by the rate of time in which the counting station

is occupied,

e the speed, defined by the mean of vehicle speeds.

The data presented in the paper are provided by the SIER (Service Interdépartemen-
tal d’Exploitation Routiére). This organization is attached to the DRE (Direction
Régionale de I’Equipement), and manage the road traffic measurement infrastructure
on the Paris area. We will note hereafter:

e (, the counting station number s, s = 1,....5, with S the total number of

stations on the network (actually S ~ 2000),

o ¢, the day numbern,n =1,... N, with N the total number of days considered

in the study.
Data measured by counting stations being safeguarded for several years, it is then
possible to choose the optimal size of the database for this study. So, we consider a
two years history, from January 1/2001 to January 1/2003 (N = 709). This choice
was made considering two factors: on the one hand, a too long history will tend
to underestimate the latest changes in the road traffic context, like modifications
of the road infrastructure or new user behaviours; on the other hand, a too short
history would not be informative enough. Hence, according to these considerations,
and with road managers (SIER) agreements, we have empirically set the size of the
historic database to approximately two years.

For each station (; and each day &,, we know the speed measurements over
periods of 6 minutes, from 5 AM to 11 PM. That is to say 180 daily speed mea-
surements per station. We will note Y,*(¢) the speed measurement, for the station
(s and the day &, for t = 1,...,T, with T" = 180. The period ¢ corresponds to the

interval of time in hours [tﬁég , tJ{g’O [ See Figure 2.2 for examples of such speed curves.

Our study is carried out on a representative axis of the Paris highway (named
A4W) where it is difficult to forecast travel times. This road section is 21.82 kilome-
ters long and has 38 counting stations. The representativeness of this road section
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was approved by the managers of Paris road network, via the TrafficFisrt company
(http://www.trafficfirst.com).

2.2.2 Data quality

The database used for our purpose gathers speed measurements over two years.
The rough data, resulting from this collection, cannot be treated directly. Indeed,
the aberrant data and the missing data are too numerous (see Figure 2.1). Such
erroneous measurements are due, on the one hand, to the errors of measurement
of counting stations, and on the other hand, to the difficulty of maintaining these
numerous stations. To bypass the problem of aberrant and missing measurements,
we elaborated a filtering and completion protocol. This protocol is composed of two
parts. The first part is based on the detection of the aberrant data, and was ela-
borated in collaboration with the SIER managers. The second part deals with the
completion of the missing data. The structure of the quality protocol is as follows
(with missing data noted —1):

(A) the aberrant data detection is based on the three following points:

(a) detection of excessive speed measures: if a speed measurement is higher
than 160 km/h, then this measure is considered as aberrant, and is put
to —1,

(b) detection of speed measures that are too low: if speed measurements are
lower than 5 km/h during more than 36 periods, i.e. 3.6 hours, then these
measurements are considered aberrant, and are put to —1,

(c) detection of constant speed measurements: if speed measurements are
constant for more than 5 periods, i.e. 0.5 hour, then these measurements
are considered aberrant, and are set to —1,

(B) the missing measurement completion is carried out by calculating a space and
time average with non missing data: if Y,7(¢) = —1, i.e. if the measurement is
missing, then we replace it by

YN ) YT 4 Yt - 1) + Y (4 1)
= M ’
or by the average of the non missing values if any one is also equal to —1.

Obviously, if all are equal to —1, then we let Y,?(¢) = —1. This completion is
repeated twice.

Yo()

The three points presented in (A) correspond to the sources of error known by the
road traffic managers. For example, the constant speed measurements are due to
stations that have not been re-initialized after a measure and that automatically
repeat this same measure over several consecutive periods.
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After this quality protocol was performed, the number of days used for the study
is reduced for some counting stations. Indeed, we exclusively use in our study the
curves Y’ which are complete after the protocol, i.e. without missing data. Figure 2.1
presents the percentage of complete days before and after the protocol for each
counting station. We can notice that some counting stations have no complete days
before the protocol. So, the EM algorithm, used in Section 2.3, allows to work with
MAR data (i.e. Missing At Random data). However, in many counting stations,
missing data are not MAR, and too numerous. Thus, it was not possible to use such
a solution to complete data. Indeed, the protocol must be used automatically, and
many counting stations do not possess the required assumptions.

[ |
|
o4 |||

1234567 8 91011121314151617181920212223242526272829303132333435363738

after
before

Percentage
60 80
1 |

40
Il

20
1

Number of the station

F1G. 2.1 — Percentage of days without missing data, for each station, before and after
the quality protocol. We have, after the protocol, approzimately 80% of the database
which can be used in the forecasting method.

Figure 2.2 presents 3 speed curves of the counting station number 12, before the
protocol (dotted line) and after the protocol (solid line). In this example, only the
third curve has missing data and is equal to —1 for some periods. So, we can see
that not all the missing values are completed by the protocol.
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F1G. 2.2 — Plots of 3 speed curves of 3 consecutive days for the counting station
number 12, before the protocol (dotted line) and after the protocol (solid line). Only
the third curve has missing data. We can see that the protocol does not complete all
missing values (noted —1).

2.2.3 Forecasting method

The aim of the study is the following. At a new day &, at time H € [%,% [,
corresponding to period %y, we observe the speed measurements

Yo (), Vt <ty,Vs=1,...,5,
thus, we need to forecast
Yo (t), Yt >y, Vs =1,....5,

in order to predict the travel time on a given itinerary. Indeed, once we get all the
values Y7 (t), for all ¢ > ¢, and for all counting stations (s, s = 1,...,S, then we
can simply deduce the travel time from one point to another at time H + h, for
any h > 0. Hence, the interest is to find the tendency of the new day &,,, and not
variations around this tendency. That is not the case in time series applications, and
that’s why we didn’t use them.

We assume that for each counting station (,, there is a number m; of representa-
tive behaviours of road trafficking, noted fi,...,f... Hence, the forecasting method
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can be divided in two main parts:
e estimate the standard profiles, fi,...,fn., for each counting station (;, s =
1,....,5,
e use these standard profiles to forecast travel time.

For sake of simplicity, even if these standard profiles depend on the counting station
(s, we will note m the number of behaviours and f, ..., f,,, the associated standard
profiles. Indeed, since the study is carried out for each and every counting station,
it is not necessary to specify the station index s.

To get estimators of standard profiles fi, ..., f,., we use two different methods: a
mixture model in Section 2.3, and an empirical classification method in Section 2.4.
Also, in order to make any comparisons between travel time forecasts using these
two methods, we get a test sample of Ny = 19 days. This test sample will be used
in Section 2.5 to forecast simulated travel times. Obviously, we chose the days of
this test sample randomly in all complete days in all consecutive counting stations.
Indeed, we need complete days everywhere in the road section to be able to forecast.

Our classification method (Section 2.4) can be seen as a learning theory metho-
dology. The learning theory is based on learning from the past to predict the future.
In order to proceed in a similar fashion, each station database is divided into two
samples:

e a model sample, used to estimate standard profiles, with N, complete days

(80% of the data),
e a learning sample, used to estimate the optimal number of standard profiles,
with Ny complete days (20% of the data).
In Section 2.3, in order to estimate the unknown parameters of the mixture model,
we use the model sample.

2.3 Mixture model

In this part, we aim at representing road traffic with a mixture model. As a
matter of fact, we assume that the daily evolution of the vehicle speed is drawn
from a mixture of probability. So, it is necessary to estimate the components of the
mixture, as well as the optimal number of components. Such method has already
been used but for a qualitative study of road traffic in [Doc95| or [CDPBY6].

2.3.1 Model description

Set (5, s =1,...,5, the counting station we are studying. For this station, each
day &,,n = 1,...,N, we observe the vehicle speed at discrete timest = 1,...,T, with
T = 180. Set, foreachn = 1,... N, y, = Y(yn(1),...,y.(T)) € RT the vector of daily
observed speeds, and Y;, = /(Y,,(1),...,Y,(T)) the corresponding random vector. We
assume, as quoted in Section 2.2.3, that there are m different archetypes, fi,...,fmn,
where for all j = 1,...,m, f; = *(f;(1),...,f;(T)) € RT. The assumption behind
this modelling is that highway traffic phenomena are independent from the previous
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days, and that there are exogenous variables that determine to which pattern the
observed data belong. So, the measure of the vehicle velocity at one point comes
from one of the previous patterns, with an observation noise, which we assume to
be Gaussian. Hence, the model can be written:

m
Yo=Y 1;(X.)fi+enn=1..N, (2.1)
j=1
where
e X,,n = 1,...,N, are ii.d. non observable variables, taking values in the
discrete set {1,...,m},
o ¢, c R n=1,...,N,is aGaussian vector, independent from the observations,

with variance o217, with I7 the T x T identity matrix. The observations come
from counting stations which are all the same, satisfying to the quality controls.
Hence the variance is taken constant equal to o2.
The unknown parameters are: the number of components m; the archetypes f;,j =
1,...,m; the noise variance o2; as well as the parameters of the law of X,. The
discrete law of X, is entirely characterized by the probabilities 7; = P(X,, = j),j =
1,....m.

In a first approach, we assume that m is known. Selecting the right number of
models is the topic of Section 2.3.2. Hence, the parameters to be estimated are:

U =", T fiy e o frns0). (2.2)
Set y = (y1,...,yn) the observed values of the random sample Y = (Y3,...,Yn).
Set also © = (z1,...,xy) the non observed values of the random sample X =
(X1,...,XN).

For estimating W, we consider the maximum likelihood estimator. So, the log-
likelihood can be written in the following form:

L(y; ) = log <Z 750 (Yn; fjﬂ)) : (2.3)

where ¢(-; j1,0) is the density of a Gaussian vector with mean p € RT and variance
o?Ir. The log-likelihood estimator of W is a root of the equation

where Vg L(y; V) is the gradient of L with respect to the unknown parameters of W.

In a mixture model, analogous to the one studied by McLeish and Small in
|MS86], the solution of the previous equation can be computed efficiently with an
EM algorithm, as it is stated in the work of Basford and McLachlan in [BM85]
or [McL82|. The EM algorithm was created by Dempster, Laird and Rubin (see
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[DLR77]) to maximize the log-likelihood with missing data. It enables, with a re-
cursive method, to change the problem of maximizing the log-likelihood into the
problem of maximizing the completed log-likelihood of the model:

o(y,x; V) ZZI z,) log (m;(yn;: f1,0)) . (2.4)

n=1 j=1

Set 7, = (an)] o = (Li(Xn)) 2y
it points out which c]ass the random vector Y,, belongs to. This variable follows a
multinomial distribution with unknown parameter m = (7, ... 7).

Let describe the p + 1 step of the EM algorithm. Set
Q (VW) = E [Lo(YV,X; W)Y = y; WP, (2:5)

the expectancy of the log-likelihood of the complete data, conditionally to the ob-
served data, and with respect to the value of the parameter computed at the step
p, written U™ Then we obtain

N m
=3 S E[ZulVa = s U] dog (1,6 (9 f1.0))

n=1 j=1

Hence, the step p+1 of the EM algorithm is divided into two stages: the expectation
stage (E) and the maximization stage (M):

(E) In this stage, the random variable Z,; is replaced by its expectancy, condi-
tionally to the observed data, and with respect to the current value of the
parameter:

7 (yn) = B [Zok| Yo = Y3 0P

7P (yn; fép),a(p))

(M) In this stage, the maximization is conducted by choosing the value of the pa-
rameter ¥ that maximizes Q(¥,¥®)). It will be written W™+, The estimators
are the followings:
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The model we use, undergoes the assumptions over the EM algorithm, which ensures
its convergence.

In order to avoid local minima, we have used a stochastic approximation of the
EM algorithm, the SAEM algorithm. Such algorithm has been developed, and its
convergence has been proved, by Delyon, Moulines and Lavielle in [DLM99|. The
main advantage for using SAEM algorithm rather than EM algorithm is that the
former is less sensitive to the choice of the starting point in the algorithm. For a good
choice of the initialization parameters, the outcome of the two algorithms are quite
the same, while, for a bad choice, the estimates given by successive applications of
EM algorithm can be far the one from the others. On the contrary, SAEM provides
the same results. For more about the comparison between stochastic versions of the
EM algorithm, we refer to Celeux and al. in [BCD83], [CD92] or [CCD95].

The step p + 1 of the SAEM algorithm comes from the step p + 1 of the EM
algorithm in the following way:

(E) The E stage is replaced by a simulation stage. In this stage, we draw K(p+1)
realizations of the multinomial variable Z,,;, written zﬁj, kE=1,....K(p+1),
according to the distribution given by the values of the parameters at the step

p, U®)_ The log-likelihood is then modified in the following way:

Qp (V) = prl (V)
Kp+l) N m

+ i1 Z > zklog ( (yn; f}p),a(”)» — Q1 (1) ]

n=1 j=1

where (7,) -, is a sequence of positive reals.
(M) The M stage of the algorithm takes place as previously.

We have used this modified algorithm in our work, with a numerical good choice
of the sequences (7,),., and (K(p)),s;, which leads to the results presented in
Section 2.3.3. N

2.3.2 Estimation of the number of components of the mixture

The aim of this study is to find the optimal number m of components of the
mixture (2.1). This estimation justifies the results of the previous section 2.3.1. For
this, we use a methodology close to model selection approach. For a theoretical
approach of these technic, we refer to the work of Baraud, Birgé and Massart in
[BM98], [BBM99| or [Bar00] for instance.

For each value m > 1, we consider the set 5, = {91, ... ,9m,9i € RT 71, ... .m0},
and we write 7' = U,;,>1F,, the collection of all the different models. For a fixed m, we
have seen in Section 2.3.1 that it was possible to estimate the unknown parameters
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of the model, U™, Hence, it is now possible to compute the estimated log-likelihood
of the chosen model L (\if(m); y,m). The idea is hence given by the following remark.

Remark 2.1 The best choice for m, noted m*, is the one, such that the function
m— L <\if(m); y,m) does not increase in a significant way for values greater than m*.

So, set J(V,y) = —L(V;y). We use the following notations:

A

pim — in J(U 2.6
arg min (U,y), (2.6)

T =T (By).

Finally, for all 3 > 0 and for all 1 < m < M, where M is an upper bound for the
maximum number of components, set

m(B) = arg min (Jm + fm).
The following proposition is due to Lavielle in [Lav02].

Proposition 2.2 There is a sequence m; = 1 < my < ..., and a sequence By =
400 > (1 > ..., with
I, — I,
Vi> 1,5 = ——",
Mip1 — My
such that

VB €16;,0i-1], m(B) = m;.

As a consequence, the estimation procedure of the optimal number of components
of the mixture is given by:

1. Form =1,...,M, compute U™ and J,,.

2. Then compute the sequence (f;),_, _,,, as well as [; the length of the intervals
18i,0i1], forall i =1,... M.

3. Keep the largest value of the m, such that [; >> [;, for all j > 1.

Actually, the previous procedure is a model selection approach with a stability cri-
terion that replaces the trade off between bias and variance, as it is quoted by Birgé
and Massart in [BMO01|. This proposition provides an automatic criterium that mi-
mics the main idea developed in Remark 2.1.

2.3.3 Results

With the criterion presented in Section 2.3.2, we conclude that, for counting sta-
tion number 12, the values of J <\if(m),y) do not decrease in a significant way for
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values greater than m* = 13. So, with this criterion, for all (;,s =1,...,S, we chose
the optimal number of representatives.

For the counting station number 12, we present, in Figure 2.3, the values of the
log-likelihood at each step of the algorithm. We also graph the values of the parame-
ters (Wj)jzlwm* and 0. We see that all values have converged before approximately
15 iterations.
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Fic. 2.3 — Values of log-likelihood and of parameters, at each step of the SAEM
algorithm, for the counting station number 12, with m = 13.

The figure 2.4 represents the 13 archetypes of the station number 12. The dif-
ferent curves obtained show distinct typical behaviours. Some well known behaviours
appear, like traffic jams at peak hours and traffic keeping moving otherwise.

This method is based on mixture model (2.1). An alternative approach is given
by the method of automatic classification, in Section 2.4, which makes it possible to
be closer to the data observed.
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F1G. 2.4 — The m* = 13 standard profiles of the counting station number 12.

2.4 Classification method

A classification method aims at gathering individuals in a restricted number of
representative classes. Representative classes are such that two individuals taken in-
side the same class are similar (homogeneous class), and such that two individuals
taken in two different classes are distinct (heterogeneous classes). The introduction
of an appropriate distance index for speed curves (distance, dissimilarity index, va-
riation, ultra-metric variation, etc.) will enable us to quantify the qualitative terms
stmilar and distinct. The distance indices used in the classification domain are nume-
rous and many researches are carried out on the indices associated with longitudinal
data, see for example in [DLB96].

Thus, with a suitable distance for our speed curves Y,’, we have carried out
a hierarchical classification of our data, in Section 2.4.1. In Section 2.4.2, with a
methodology close to learning theory, we have estimate the m* standard profiles,
fi,--.,fm~, for each counting station (;. Results are presented in Section 2.4.3.

2.4.1 Hierarchical classification

The result of the hierarchical classification strongly depends on the choice of
between-individuals and between-clusters distance indices. Classical distance indices,
see for example in [Gor99] and [DLB96], were not appropriate for this kind of tempo-
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ral data. Indeed, the study of the road traffic implies taking into account the tempo-
ral aspect of our speed curves. For example, the figure 2.5 presents three simplified
speed curves, X, Y and Z, one resulting from both others by a simple translation.
These three curves are characterized by a constant speed, 90 km/h, from 5 AM to
11 PM, except over a 2 hours period during which speed is 30 km/h, respectively at
8 AM, 11 AM and 2 PM. The Euclidean distance, noted d, calculated on these three
curves gives obviously the same result: d(X)Y) = d(Y,Z2) = d(X,Z) = 389. But,
a suitable distance index must make the difference between a deceleration which
occurs at 8 AM, at 11 AM or at 2 PM. Thus, we built a distance, which we will note
A, that takes into account this shift effect.

Definition 2.3 Let z € R" and y € R". Set A : R”" x R" — R" as
A(zy) =z —y)W(z —y),
with W a n x n matriz defined by W;; = %,W =1,...n,Vj=1,...n.

We point out that A is a distance on R". For the preceding example, A gives the
following results: A(X)Y) = A(Y,Z) = 637 and A(X,Z) = 967. Thus, A enables
to differentiate the translation speed curves. This property, on such curves, can be
proved by straightforward calculations.

90
L

80
L

70
|

—— speed curve X
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F1G. 2.5 — Stmplified speed curves.

So, because this shift phenomenon is frequently observed in speed curve beha-
viours the between-individuals distance is here the A distance. The between-clusters
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distance index is the distance index of the maximum variation, noted D, and defined,
for two clusters A and B, by

D(A,B) = A .

(4.B) = max, A@y)

The criterion of the maximum variation guarantees to obtain homogeneous classes,
loosing between classes heterogeneity (for examples, see [Gor99)).

The figure 2.6 gives the result of hierarchical classification on the counting sta-
tions number 12. For this, we use the Johnson agglomerative algorithm. This simple
algorithm gathers together, at each step, the closest clusters.

2*10"10
I

1.5*10710

10710
L

5*10"9
L

S amaia T

F1G. 2.6 — Hierarchical classification of the counting station number 12 (Johnson
algorithm,).

2.4.2 Choice of the optimal number of clusters

Once the hierarchical classification is carried out, we want to keep only a num-
ber m* of significant classes, for each counting station (,. Obtaining a classification
amounts to cut the classification tree at a given height. So, a hierarchical classi-
fication heads to a unique classification with m* clusters. For this purpose, it is
necessary to determine a criterion of optimality to choose the number of clusters. In
our learning context, this optimality depends on the result we want to obtain. Thus,
that amounts conducting forecasts on the learning sample with m = 2,... M, with
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M a fixed big enough integer, and then, choosing the number of clusters minimizing
a forecasting error criterion.

Definition 2.4 m* is the optimal number of clusters, of the counting station num-
ber s, (s, if it minimizes the absolute forecasting error over two hours.

Hence, we write

Np 161 t+19

m* = arg m:HanMZ Z Z ‘Yns@) — fojn) (P)} )

n=1t=11 p=t

with
: —1 -1
Frsog = arg . min A (VD (Fa)i )
where f7 1,...,f; m are the standard profiles obtained with m clusters. Hence,

fojnpy 15 the closest profile to Y7 in the sense of the distance A’ defined in Sec-
tion 2.5, at period ¢, when we chose m standard profiles.

This process enables us to find the optimal number of classes, i.e., a sufficiently
big number to be able to represent the various possible traffic states, and a suffi-
ciently small one not to reveal too many classes and/or too similar classes, which
harms the forecast.

4.2*10"6  4.4*10"6  4.6*10"6
| | |

Absolute error
4*10"6
)

3.4*10"6  3.6*10"6  3.8*10"6
| | |

m

F1G. 2.7 — Absolute forecasting error for the station number 12, with m standard
profiles, m = 2,...,20. The optimal value is reached for m* = 13.

For example, the figure 2.7 shows the absolute errors calculated for the station
number 12, for m = 2, ...,20. We can see that a small number of profiles isn’t enough
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representative, but also we can see that there is an over fitting phenomenon when
the number of profiles increases. So, all counting stations have the same behaviour.

2.4.3 Results

The number of standard profiles is not the same, according to the counting
station we consider. The figure 2.8 gives the number of standard profiles obtained
on each counting station. The upper bound value of m, M, was chosen equal to
15. Indeed, after some examples with higher values, we saw that M = 15 was big
enough.
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I I
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F1G. 2.8 — Number of standard profiles obtained on each counting station.

Until now, we classified the data in m* representative classes, for each station
(s. We have now to determine the standard profiles, fl, ey fm*, for each cluster.
In order to obtain a representative curve of the speed behaviour in each class, we
chose to use a robust estimator: the median of the speed curves of each class. The
figure 2.9 presents the standard profiles obtained for the station number 12.
The results are qualitatively the same as those we have for the mixture model.
Thus, some known behaviours appear, like traffic jams at peak hours. But, there
is an important difference. Indeed, the hierarchical classification let appear some
curves that seem to be outliers or rare events. Hence, in figure 2.9, there are two
curves with larger and deeper traffic jams in the morning, that don’t appear in
figure 2.4. This is a classical over-smoothing effect of the SAEM algorithm.
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F1G. 2.9 — Standard profiles of the station number 12.

2.5 Travel time forecasting

In the two previous parts, we have constructed, for each observation station
(s, s=1,...,5, and using two different methods, the standard profiles

ferFiie{12),i=1,...m.

These two sets, F' and F2, represent the archetypes of the daily vehicle speed
resulting, respectively, from the mixture model (i = 1) and from the empirical clas-
sification (¢ = 2). Our aim is now to use such profiles in order to forecast a customer
travel time, for a given itinerary, one hour before he leaves (at the time H + 1).
Indeed, for sake of simplicity, we only present here forecasting results with h = 1
hour.

Set &, the day of the trip, and ¢, such that H € [%,% [ In order to perform
the forecast, we estimate, using the measurements of the day, on all the stations of
the itinerary, the speeds f*(t),Vs € S, Vt > to, where S is the set of all stations of
the chosen itinerary. Once speed evolutions are known, the estimation of the travel
time is easy. As a consequence, the main issue is, for each station, the estimation of
the traffic velocity. It is done by comparing the incoming data of the day &,, before
the time H, i.e. Y (t),Vs € S, Vt < o, with all the curves of F' or F?, and by

choosing the closest.
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More precisely, for a fixed counting station (,,s € S, consider d a distance. Set also,
Vi e {12},Vg € Fi,glomt =4(g(1),...,9(tg — 1)) and Y = HYp (1),....Y8 (to —
1)). After having chosen one of the two models, F = F! or F?, the estimator will
be V& > to, f(t), with

f=arg Igl'éi}__ld (g Yo . (2.7)

According to the remarks pointed out in Section 2.4, we have chosen d = A’, with
A" a modified restriction of A to the subset R~! x R¥~! defined more precisely
hereafter.

Definition 2.5 Set on_l the collected data, the day &,,, on the station (s, before
the time H, i.e. for t <ty (for sake of simplicity we have omitted station and day
indexes). We define the distance between Yf“il and the different archetypes of the
station (,, restricted to the values of t < to, and written (fj)tlofl, with f; € F,Vj =
1,...,m, by
A (PY{LP(fP)

VT ’
where w;, j = 1,...,m, is the size of the cluster number j, and P is aty—1 xty —1

1 . . . .
) — ifi =7 and i >ty — 10,
t d d by P;; = < to—i -

matriz, defined by Fi; { 0 in any other case.

Hence, we have used the test sample to forecast travel time on the A4W road
section, using the standard profiles obtained with the two methodologies described
in Section 2.3 and Section 2.4.

A (Y (e = (2.8)

We compare the results with the estimations given by the stationary model, defi-
ned as the simplest model, which estimates the speed by the last observed speed, i.e.
Y,? (to — 1). This model is important since, on the one hand it is the only reference
we have, and on the other hand, the forecasting results with such a model gives us
an indicator of the traffic behaviour on the considered road section. Indeed, good
forecasts point out that the traffic is moving freely. On the contrary, bad forecasts
with the stationary model show us that the itinerary is often congested.

Table 2.1 present some characteristics of travel time errors obtained with simu-
lated itineraries on the test sample, for the three models: the stationary model, the
classification model and the mixture model. The error (in minutes) is defined by

error = estimated travel time — real travel time.

characteristics mean | std dev. | min. | max. | P(error > 45mn)
stationary model 0.52 8.18 -41 57 0.003
classification model | -1.53 5.40 -41 28 0
mixture model -2.00 5.65 -41 18 0

TAB. 2.1 — Results.
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Figure 2.10 presents the histograms of the travel time errors. The three other
figures (Figure 2.11, Figure 2.12 and Figure 2.13) are examples of the evolution of
the forecast errors throughout the day. More precisely, for each of these days, in our
fixed itinerary, we consider a traveler with that itinerary beginning at each of the
periods, and then we calculate actual and model predicted travel times.

[ stationary model
] mixture model
Il classification model

0.08
I}

0.06
Il

0.04
Il

0.02
Il

0.0

© 45 40 35 -30 25 20 -15 -10 5 O 5 10 15 20 25 30 35 40 45

F1G. 2.10 — Histograms of travel time errors.

These results enable us to compare the three procedures:
Py the rough stationary model,

P, the classification model, with an optimal number of clusters chosen with a
learning sample,

P, the model of the loglikelihood estimator.
Studying these outcomes, we can draw the following conclusions.

Comparison between F,, P, and P,

First of all, both predictors improve the estimate provided by the stationary
model, with smaller prediction variances. This increase depends on the road which
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F1G. 2.11 — Predicted travel times on a test sample day.

is studied. The more different behaviours of road trafficking can be found on that
road, the better is the gain. This is easy to explain since the stationary model
provides a mean pattern which is far from the real feature when there are many.
Yet, this number of representative patterns is a measure of the complexity of the
road, standing for its variability, with respect to changes day after day.

Comparison between P, and P,

We also point out that both models underestimate the real travel time, so for
practical applications, this bias can be taken into account. When comparing the per-
formance of our estimators, we can see that the log-likelihood estimator is slightly
outperformed by the classification type estimator. Indeed, the mean of the errors
with the classification model is close to 0, and the variance is smaller. The reasons
for this difference are the following:

e First, the distance chosen to evaluate the performance of the estimator, is the
same that is used to classify the data in the methodology described in Sec-
tion 2.4, since this distance best matches the prediction goals. But the optimal
choice of models is achieved, via a learning process, by minimizing the predic-
tion distance over a learning sample. Hence, this choice induces a bias in favor
of the classification method.
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A4W trunk road (2002-03-26)
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F1G. 2.12 — Predicted travel times on a test sample day.
Outliers and rare events play also an important role in this study. On the one

hand, the mixture model is very sensitive to outliers. Indeed, the loglikelihood
estimator uses all the data with the same weights to build an average repre-
sentative, while a classification method tends to isolate such outliers in special
classes. Hence, the blurring effect of outliers is stronger for the mixture model
since they add a deviation term to the estimates. On the other hand, rare
events are more easily catched by the classification method. Indeed, we have
point out in Section 2.4.3, that standards profiles given by the classification
method contain more rare event profiles. Hence, for example in Figure 2.13,
which is one of the worst case, the congested phenomena are slightly better
detected: the travel times with traffic jams of the mornings are better estima-
ted. Unlike theoretical study in model selection, we found the optimal number
of models by minimizing the prediction error but without a penalty term. As a
matter of fact, we did not want to discard the rare events that can be alone in
a cluster, but represent a real behaviour. Hence, it enables the predictor based
on the classification model to keep in mind some unlikely events, and to give
an adequate response when the observations do not follow a typical pattern.
The price to pay is that the collection of cluster for the classification model is
slightly larger than the number of features kept by the mixture procedure.
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F1G. 2.13 — Predicted travel times on a test sample day.

e Nevertheless, there are two advantages for using the loglikelihood model. First,
it is a very efficient method on a computational point of view, which is much
faster than the computations necessary to perform the learning process of
the model selection method. Moreover, for small values of the number of mo-
dels, loglikelihood estimators provide a better description of the data. But,
increasing the number of models for the loglikelihood does not improve the
estimation error. Indeed the additional selected patterns are redundant, since,
as we have already said, the loglikelihood estimator does not put the stress
on rare events, while the classification type predictor isolates such features in
single classes.

2.6 Conclusion

The results we have obtained are encouraging and are far better than the results
given by the usual global forecasting methods (Sytadin, http://www.sytadin.tm.fr,
or Bison Futé for instance), which only rely on the rough model. Both models are
interesting: the mixture model by its simplicity and the good performance, and the
classification model which is the more accurate but, at the same time, the more
complicated on a computational point of view.
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However, it is possible to improve the performances of the method, for example
in the choice of the archetypes that stand for a whole cluster. Indeed, in a class, the
functions are similar but they may be translation shift between them. As a conse-
quence, taking the median of all the functions for the representative of the class
often leads to an over smoothing effect. Methods able of keeping the structure of
the functions group, as it is done in [KG92|, |[Kne94| or [RD91|, are developed by
Gamboa, Loubes and Maza in [GLMO03]| in the setting of high dimensional data.

Moreover, other modelling attempts can be conducted. It seems rather natural
to take into account the dependency of all the stations which are considered in this
work as independent. A method using the spatial links between the observation cells
is taken into account by the authors in a forthcoming work.

Finally aggregating the estimators should also improve the performance of the
procedure. Indeed, in this work, we have considered separately the prediction given
by each methodology. An alternative should be to use a linear combination of such
predictors to improve our results. Such a work is still in progress.
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Chapitre 3

Estimation dans un modéle de
translation

Les progrés effectués en matiére de recueil de données font que, de plus en plus
souvent, le résultat d’une expérience n’est plus une simple valeur numérique ou qua-
litative, mais une fonction. C’est le cas dans les chapitres 1 et 2 oil nos données
sont principalement constituées de courbes de vitesse. Les méthodes statistiques
s’adaptent & ces nouvelles données depuis quelques années. Par exemple, 'ouvrage
[Si195] intitulé Functionnal Data Analysis propose différentes extensions des mé-
thodes statistiques classiques comme I’Analyse en Composantes Principales ou la
régression linéaire. Dans ce chapitre, nous nous plagons donc dans ce contexte de
données fonctionnelles. Dans la section 3.1, nous décrivons le modéle étudié et ex-
plicitons les motivations qui nous ont amené a poser un tel modéle. La section 3.2
est dédiée a la description de la méthode de résolution et aux propriétés qui en dé-
coulent. Dans la section 3.3, nous donnons les résultats de consistance et de normalité
asymptotique obtenus. Ces résultats font 'objet d’un article soumis. Le chapitre 4
suivant est constitué de cet article. Enfin, dans la section 3.4 nous donnons rapide-
ment les résultats obtenus sur nos données de trafic aprés la soumission de I’article.
Ainsi, le présent chapitre résume le chapitre suivant et explicite les résultats obtenus
dans le cadre de la prévision de trafic routier.

3.1 Introduction

Pour chacune des stations de comptage, sur les courbes de vitesse, le phénoméne
de congestion du trafic routier se traduit souvent par une chute trés rapide de la
vitesse mesurée, puis par des mesures de vitesse approximativement constantes, puis
enfin par un retour a la normale des mesures. La classification des courbes, effec-
tuée dans les chapitres précédents, nous a amené a constater que ce phénoméne de
bouchon semblait se répéter a I'identique dans certaines des classes obtenues. Plus
précisément, certaines des classes étaient constituée de courbes de vitesse qui sem-
blaient se déduire les unes des autres par une simple translation. Ce phénoméne se
congoit aisément si I’on considére que, sur un troncon de route donné, le flux de
trafic routier est constant au fil des jours. Ainsi, le phénoméne du bouchon garde
la méme amplitude et ne se différencie d’un jour sur ’autre que par le moment de
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son apparition. Nous avons aussi constaté que les profils types extraits de certaines
des classes de notre classification n’avaient plus la méme structure que les courbes
des classes. En effet, la moyenne des courbes d’une classe donnée tend a perdre en
amplitude lorsque le phénoméne sous-jacent est un phénoméne aléatoire de défor-
mation de 'axe des temps. Ce probléme est décrit plus en détails dans [GLMO03]
(chapitre 4) et dans le chapitre 5. Ces constatations nous ont donc amené a étudier
le modéle suivant.

Pour chaque courbe C;, 7 =1,...,J, des mesures y,;,% = 1, ...,n, sont observées
sur des points équidistants t; = %T € [0,T], avec T € R’. Nous modélisons ces
données par

Vij=f(ti=0;)+ey,j=1,....Ji=1...n, (3.1)

ou
e f:R — R est une fonction T-périodique inconnue,

* *
« 0" =(9),_,..
avec 7 correspondant a la translation de la courbe numéro j,

;€ R’ est un ensemble de paramétres de translation inconnu,

e pour tout j =1,...,J, (€;),_, . est un bruit blanc gaussien de variance 1.
Nous sommes donc ici dans un cadre semi-paramétrique. En effet, notre but est ’es-
timation des paramétres de translation 67, j = 1,...,J, avec la fonction f inconnue

considérée comme un paramétre de nuisance.

Notre estimation est basée sur une décomposition de nos fonctions sur une base de
Fourier. En effet, la base de Fourier diagonalise 'opérateur de translation, puisque,
pour tout 5 = 1,...,J, les coeflicients de Fourier associés aux fonctions translatées
f(- —07) sont tels que, pour tout [ € Z,

T
@ (=) =5 [ £e=g)eha

oy
_ 6—227r—%cl(f)’

ol i est le nombre complexe tel que i> = —1. Ainsi, par l'intermédiaire de la trans-
formée de Fourier discréte, en supposant que n est impair, nous transformons le
modéle (3.1) en

djy=e e (f)vtwp,j=1,....J,1=—(n—1)/2,....(n —1)/2,

ou
® (ci(f)),ez sont les coefficients de Fourier de f,

e les valeurs o = 2%0; € R, pour tout 7 = 1,...,J, sont nos paramétres de
translation,
e pour tout j =1,...,J, (wjl)l:—(n—1)/2 (n_1)/2 st un bruit blanc complexe, de

variance %, avec les parties réelle et imaginaire indépendantes.

Nous sommes donc bien dans un cadre semi-paramétrique. Nos paramétres d’in-

térét sont les valeurs a* = (ozj)j_ ., qui dépendent d’un paramétre de nuisance



3.2. LE CONTRASTE 95

fonctionnel (¢;(f)),c,- Nous remarquons tout d’abord que notre modele n’est pas
identifiable. Ce probléme est détaillé dans le chapitre 4. Nous noterons juste ici que
pour retrouver ’identifiabilité, nous devrons nous placer dans un espace de para-
métres particulier que nous noterons A.

3.2 Le contraste

Face & ce probléme d’estimation semi-paramétrique, si nous voulons des hypo-
théses assez faibles sur la fonction inconnue f, le cadre des M-estimateurs est bien
approprié. De plus, nous remarquons que pour tout a = (O‘j)jzl,---,J € A, les coeffi-
cients rephasés

Eila) =e"dy, j=1,....0,1=—(n—1)/2,...,(n—1)/2,

et la moyenne de ces coefficients

sont tels que

et

Ainsi, la valeur |¢;;(a) — ¢ (a)|? devrait étre petite dés que « est proche de o*. Apres

cette remarque, pour une suite quelconque (4;),., telle que

2512 < +o00,

lEZ

nous définissons le critére empirique
J T
M, (a) = & 0% |é & (a))?
n(e) =~ i () = ala)]”.
= _ —1
J=li=—n52t
Ainsi, le M-estimateur de «, pour un entier n fixé, est donné par

G, = arg glégl M, ().

3.3 Les résultats asymptotiques

Les deux théorémes suivants nous assurent la consistance et la normalité asymp-
totique de notre M-estimateur.
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Théoréme 3.1 Sous les hypothéses suivantes sur la fonction [ et sur la suite des
poids (01),c7

D lalh)P < oo,
ez
Zéf‘lz < 400,

IEZ

nous avons
~ Pa* *
Xy —— (.
n—-4o0o

Pour des raisons de simplicité, la normalité asymptotique est démontrée dans
I’espace des paramétres

A ={a€[-mnal’; a1 =0}.

En conséquence, nous montrons la normalité asymptotique dans ’espace des para-
meétres

Ay =[-m7
en posant, pour tout n € N,

dn:argmipMn( 0 ),

acAq (0%

avec o = (Oéj)j:2 ,,,,, J

Théoréme 3.2 Sous les hypothéses du théoréme 3.1 et sous l’hypothése supplémen-
taire suivante:

251414 < to0,

€T
nous avons

V(6 — o) %) N1 (0,1),
s S lalf) P
C
F: [z 212 l N 2 (-[J—1+UJ—1)7
(Zlez5ll () )

ot, I;_1 est la matrice identité de dimension (J — 1) et Uj_1 est la matrice carrée
de dimension (J — 1) dont chaque élément est égal a 1.

3.4 Application

Outre les simulations effectuées avec cette modélisation (voir chapitre 4), nous
avons mis en place cette estimation dans le cadre de notre prévision de temps de
parcours. Dans le chapitre 2 (section 2.4.2 et section 2.4.3) nous calculions les pro-
fils types associés a chacune des classes de notre classification par la médiane des
courbes de la classe. Nous avons donc introduit, dans notre algorithme de calcul du
nombre optimal de classes, I’estimation des translations en utilisant la transformée
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de Fourier discréte. Cette nouvelle approche ne s’est pas avérée concluante. En effet,
nous avons constaté que I’estimation du nombre optimal de classes par station de
comptage était approximativement le méme. Par contre, les erreurs calculées lors de
I’apprentissage étaient supérieures a celles déja obtenues. La raison est simplement
que les courbes de vitesse qui ont la propriété de se déduire les unes des autres par
une simple translation sont peu nombreuses. Cette remarque reste valable pour le
modéle étudié dans [Vim04| qui ajoute aux paramétres de translation de notre mo-
déle, des parameétres de dilatation de chacune des courbes. Notre constatation initiale
reste tout de méme valable, a savoir que la structure des courbes est approxima-
tivement la méme dans certaines classes. Par contre, le modéle de translation (et
de dilatation) s’avére étre irréaliste. Cela nous a amené, tout naturellement, a nous
intéresser a des transformations plus générales. Ces transformations sont définies et
étudiées dans le chapitre 5.
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Chapitre 4

Semi-parametric estimation of shifts
(submitted article)
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Abstract: We observe a large number of functions differing from each other only
by a translation parameter. While the main pattern is unknown, we propose to
estimate the shift parameters using M-estimators. Fourier series enables to transform
this statistical problem into a semi-parametric framework. We study the convergence
of the estimator and provide its asymptotic behavior. Moreover, we use the method
in the applied case of velocity curve forecasting.
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4.1 Introduction

More and more often, the outcome of an experiment is not a random variable,
but a noisy function. This leads to a sample of curves (see for examples |[RS91]| or
|[KG92]). Studying this data might involve separating the functions into different
homogeneous groups. Indeed, when observing functional data, we may usually see a
few typical patterns which are representative of a mass behavior. So, the observa-
tions differ slightly from these archetypes. The individuals usually experience similar
events, which are explained by a pattern, but the starting time of the event occurs
sooner or later. Classification methods, like repeated measures ANOVA or principal
component analysis of curves (see for instance [Rao58| or [Sil95]) ignore this type
of variability. Hence, computing a representative curve for each group, severely dis-
torts the analysis of the data. Indeed, the average curve (usually the mean or the
median) oversmooths the studied phenomenon, and is not a good description of the
reality. Some work has been done to find a representative of a large sample of close
enough functions (see for examples [RS91]| or [KG92|). An homogeneous group of
functions may be modeled as follows. We observe, for each curve C;, j = 1,...,J,
at consecutive times t;;, 7 = 1,...,n;, a noisy measure y;;. We assume that there
exists functions ( fj)jzlw ; defined on a closed interval, say [0,7’], such that measures
(Yij) =1, i=1,..n; ar€ observations from model

7R

Y;‘j:fj(tij)+5ij7j:17"'7<]7i:17---7nj7 (41)
where (¢55),_, ;.o .n, Are ii.d. random variables, representing the observation
noise. So, functions (f;),_, ; are close from each other in the sense that there
exists an unknown archetype f and unknown warping functions (hj)jzl,m’ ; such
that

Vjie{l,....J} ¥Vt €[0T, f;(t) = foh;t).

Examples of such data might be growth curves, longitudinal data in medicine, speech
signals, traffic data or expenditure curves for some goods in the econometric domain.
Our main motivation is the analysis of the vehicle speed evolution on a motorway.
The data are curves, describing the evolution, on observation cells, of the daily ve-
hicle speed. After performing classification procedures (see for instance [LML02| for
a complete study), we obtain clusters of functions where in each subgroup appears
a typical common behavior. Indeed, all the curves can be deduced one from another
by a shift parameter.

This kind of issue led several statisticians to apply transformation to functions in
order to get rid of the shifts and to align the curves. If a parametric model would be
available a priori, the analysis would be made easier. But, if the data are numerous,
there is not generally enough knowledge to build such a model. Thus, they turn
into a non parametric framework. When the pattern is known, the problem turns
to align a noisy observation with a fixed feature. Piccioni, Scarlatti and Trouvé in
|[PST98|, Kneip, Li, MacGibbon and Ramsay in [KLMRO0O|, or Ramsay and Li in
|[RLI8| proposed curve registration methods. Their main idea is to align each curve
on a target curve fy, which means finding, for all j € {1,...,J}, the warping function
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h; minimizing
Fu(foufi by / 1y 0 By () — fo(®)]2dE + A / (),

where h; belongs to a particular smooth monotone family defined by the solution
of the differential equation D?h; = w;Dh;. Hence, w; is simply D*h;/Dh;, the rela-
tive curvature of ;. Thus, penalizing w; yields both smoothness and monotonicity
of h; (see [RL98| for more details). The main drawback of such methods is that
they assume that the archetype fy is known, which is a reasonable assumption in
pattern recognition, but which is unrealistic when the observed phenomenon is not
well known as in our study. Alternatively, in a non parametric point of view, the
pattern is replaced by its estimate. In this case, the issue is a matter of synchroni-
zing sample curves. Wang and Gasser in [WG97| and [WG99| use kernel estimators,
as Boularan, Ferré and Vieu in [BFV94| or Nufiez-Antén, Rodriguez-Péo and Vieu
in [NARPV99]. In another work, Gasser and Kneip, in [GK95], align the curves by
aligning the local extrema of the functions, which are estimated as zeroes of the non
parametric estimate of the derivative. In all cases, the issue of estimating the shifts
is blurred by the estimation of the curves, which leads to non parametric rates of
convergence. Hence, it seems natural to study the problem in a semi-parametric fra-
mework: the shifts are the parameters of interest to be estimated, while the pattern
stands for an unknown nuisance functional parameter.

In this paper, we will assume that the observations can then be written as a
regression model, where we observe at discrete times ¢,;,¢ = 1,...,n;, an unknown
function f translated by a parameter 67 € R, and this for all j =1,...,J. Further,
an observation noise ¢;; is added:

Yij = [ (ty—0;) + ey (4.2)

The difficulty of the work is that the estimation must not rely on the pattern, even if
the quantities are deeply linked. That is the reason why we will use an M-estimator
built on the Fourier series of the data. In this paper, we will consider the estimation
problem (4.2) in the frequency domain (Fourier series). Under identifiability assump-
tions, we provide a consistent method to estimate (9;)]; 5 when f is unknown.
Further, we show that fluctuations of our estimates are asymptotically Gaussian.
This study can be linked first with the study of Golubev in [Gol88|, dealing with
the semi-parametric efficiency in the estimation of shifts in a continuous observation
scheme, and also with the study of Gassiat and Lévy-Leduc in [GLL], dealing with
the estimation of the periodicity of a signal.

-----

The present paper falls into seven parts. Section 4.2 is devoted to the definition
of the model and to the description of our estimation method. In Section 4.3, we
provide asymptotic properties of the estimators. As a matter of fact, we show that
the estimators are convergent and asymptotically normal. The estimating method
is effectively performed in Section 4.4, on some simulated data, and then used to
analyze road traffic data. The technical lemmas and the proofs are gathered in
Section 4.5 and Section 4.6. All figures are postponed to Section 4.7.
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4.2 Semi-parametric estimation of shifts

4.2.1 Model

For every curve C;,j = 1,...,J, we get n observations y;;,7 = 1,...,n, measured
at equispaced times t; = %T € (0,7, with T" € R*.. We model these observations
in the following way:

Y'Z‘J‘:f(tl'—e;)—l-é‘il’j,jIl,...,J,’iI1,...,77,, (43)

where
e f:R — Ris an unknown 7-periodic function,

o 0 = (0;?)j:1 _, € R is an unknown shift parameter, ¢; is the shift of the j-th
curve, o
o for all j € {1,...,J}, (45),_, , is a Gaussian white noise, with variance 1.

For sake of simplicity, we get an unitary variance, but all our results are still
valid for a general variance.
Our aim is to estimate the translation factors 67,7 = 1,...,J, without the knowledge
of the pattern f. Due to the special structure of the model, Fourier analysis is well
suited to conduct such a study. Indeed, the Fourier basis diagonalizes any translation.
Then, using a Discrete Fourier Transform (see [BtMvdBvdV03| for more details),

and with the following condition:
\V/jzl,...,J,ej :gk],k:] EZ, (4.4)
we may transform the model (4.3) into the following one (supposing n is odd):

djy = e "M (f) vwi,j=1,....J,1=—(n—1)/2,....(n—1)/2, (4.5)

G = =30 Fltn)e ™ VI = ~(0 = 1)/2, (0~ 1)/2,

o of = Efre 27 j=1,...,J, are the phase factors,

n
noise, with variance %, and with independent real and imaginary parts.

Like previously, our goal is to estimate the phase factors o, j = 1,...,J, without
the knowledge of the discrete Fourier coefficients of function f. In this paper, we
will consider the simplified version of the model (4.5):

djy=e " e(f) twp,j=1,....J,1=—n—1)/2,....(n—1)/2, (4.6)

where
e (ci(f)),ez, are the Fourier coefficients of f:

1 [T -
olf) = | roeHaie.
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° o = 2%0; €R,j=1,...,J, are the phase factors,

noise, with complex variance %, and with independent real and imaginary
parts.

Hence, using the Fourier coefficients of f, (¢;(f)),c;, and parameter 6% = (Qj)jzl ;€

.....

-----

parameter 0% = («9;)],:1 ;€ %Z‘], leads to a biased estimation. This drawback is

similar to the bias induced by any discretization in regression, which vanishes under
some regularity assumptions. This issue is tackled in [DJ94].

We point out that we are facing a semi-parametric model. As a matter of fact, we
aim at estimating the parameter o™ = (a;)jzl which depends on an unknown
nuisance functional parameter (¢;(f)),o;, the Fourier coefficients of the unknown

function f.

4.2.2 Identifiability

We notice that the model (4.6) is not identifiable. Obviously, replacing a* by

(6%} Of{ 1 kl ]{Zl
= i |+el i | +2m| ¢ |cerR | 2 ez, 47)
Qg OG 1 k] k]

and replacing f(-) by f(-—c), let invariant the equation (4.6). Thus, we must restrict
our parameter space. Hence, from now, we assume that the parameter space A
satisfies:
i) A is compact,
i) a* € A, (4.8)
iii) if @ € A and (4.7) holds for «, then o = o*.

For example, the two following parameter spaces are suitable:

e Ay ={a € [-mx[”: oy = 0}. Here, we have that ¢ = 0, hence a = o
o A, = {a € [—m,m[’: Z}]=1 a; =0and oy € [0,%F [} Here, with the condition

Z}]:1 o; = 0, we have that ¢ = —2¢ Z}]:1 k;. Hence, with equation (4.7), we
can write that

(J—1) -1 - -1
o o o IR : ki

Qg Qg / : -1 kjy
-1 e =1 (J=1)

Hence, we get .J different solutions in [—7,7[/C R”, and a unique solution with
the additional condition «; € [0,%°].
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4.2.3 Estimation

Since we want to assume only weak regularity conditions on the function f, we
will consider a method relying on an M-estimation procedure that does not need
any knowledge of the function f. For this, define, for any a = (aj)j: ; € A, the
rephased coefficients

-----

Ei(a) =e"dy, j=1,....Jl=—(n—1)/2,...,(n—1)/2,

and the mean of these rephased Fourier coefficients

:§Z (= 1)/2,... (n—1)/2.

Obviously, we have that A
Gl = a(f) + "y,

forall j € {1,...,J}, and

Gla®) =¢ql(f E e w

Hence, |¢;(a) — é()|” should be small when « is close to a*. As a consequence,
considering a sequence (d;),., such that

> 6 < +oo, (4.9)

leZ

we define the following criterion function:

n—1

2

J
1 A
=5§j & 1en(e) ~ ala)f (4.10)
j:

This random function is obviously positive. Furthermore, its minimum value should
be reached close to the true parameter a*. As a matter of fact, the following theorem
gives the consistency of our M-estimator, defined by

G, = argmin M, ().

Theorem 4.1 Under the following assumptions on f and on the weight sequence

(51)162-'
> eI < +oo, (4.11)
€T
> G < oo, (4.12)
€T
we have that P
(i/ a* O{*



4.3. ASYMPTOTIC NORMALITY 65

Proof 4.2 (Proof of Theorem 4.1) The proof of this theorem follows the classi-
cal guidelines of the convergence of M-estimators (see for example [GCP93]). In-
deed, it suffices to show that the following conditions hold for the criterion function
to ensure consistency of au,:

i) Convergence to a contrast function:

Lo Kla), (4.13)

n—-+o00

M, (c)

where K (-) has a unique minimum at o*.
i) Set the modulus of uniformly continuity

W(nn) = sup [My(a) = Mn(B)].

la=Bl<n

There ezists two sequences (Mk),cy and (€x),cn, decreasing to zero, such that
for a large enough k, we have

111’_{1 P, (W(n,nk) > Ek) =0. (414)

These two conditions are fulfilled, as it is proved in Section 4.6.
[ |

Remark 4.3 The extra term (8;),c, used in the definition (4.10) enables to smooth
the criterion function M, («). Indeed, the criterion function must not only converge
punctually towards the contrast function (Condition i)), but also uniformly (Condi-
tion ii)). Without this smoothing effect, M, («) behaves in a too irreqular way, and
the estimator does mot converge. As a matter of fact, without regularization, i.e.
(01),ez, = 1, the criterion function converges to a non deterministic process.

Remark 4.4 Some links could be established between the estimator we consider and
a Bayesian mazimum likelihood estimator, where the weights (&;),c, stand for a

particular choice of a prior over the unknown function f. This Bayesian point of
view is tackled in [DGT].

4.3 Asymptotic normality

In this section, we prove that the estimator built in the previous section is
asymptotically normal, and we give its asymptotic covariance matrix. In general,
the asymptotic covariance matrix hardly depends on the geometric structure of the
parameter space A. So, for sake of simplicity, we study the asymptotic normality for
the parameter space A; defined by

A ={a€[-mnal’; a1 =0}.

Hence, our parameter space has dimension (J — 1), and we rewrite this as

Ay = [-mx[’7!

Y
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and, any element in A; as o = (o) ;- Also, for sake of simplicity, in this section

=20,
and in the proofs of Theorem 4.5, we will write M, («) instead of M, ( 2 ) So, we
consider any estimator defined by

&y, = arg min M, («).
a€Aq

Theorem 4.5 Under the assumptions of Theorem 4.1, and the following additional
assumption on the weight sequence (0),c;:

D 6t < oo, (4.15)
lez
we get that
VG, — a*) % N1 (0,1), (4.16)
with sip2 )
r— D iez, 21 lai(f)] C(Lyoy 4+ Us_y),
(Zlez 0 l2|Cl(f)‘2)

where, 1;_1 is the identity matriz of dimension (J—1) and U;_; is the square matriz
of dimension (J — 1) whose all entries are equal to one.

Remark 4.6 Obviously, if the white noise in the model (4.3) has a variance equal
to 02, then the limit distribution in the previous theorem has a covariance matric
equal to o°T.

The (J — 1) x (J — 1) matrix I,y + U;_; is a positive definite matrix. Indeed, its
eigenvalues are positive: J of multiplicity 1 and 1 of multiplicity J — 2. We notice
that ﬁU J_1 is the projection matrix on subspace

{(xi)izl J-1 € R gy = = $J—1} .

.....

Proof 4.7 (Proof of Theorem 4.5) Recall that the M -estimator is defined as the
minimum of the criterion function M, («). Hence, we get

VM, (6y) = 0,

where V is the gradient operator. A second order decomposition leads to: there exists
@, in a neighborhood of o* such that

Vi (G, —a*) = — [V2M, (@,)] " VAV M, (o), (4.17)

where V? is the Hessian operator. Now, using the two asymptotic results from Pro-
position 4.9 and from Proposition 4.10, we get

\/EVMYK(X*) ﬁ NJ—1<07F0)7

—1 Pgs
"

[V2M, ()] v,

n—-+400

where V' is a non negative symmetric matriz of dimension (J — 1). Hence, if we set
I' =V'T\V, the result of Theorem 4.5 follows easily.

|
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The problem of choosing the weights (d;),, in the definition of the criterion
function is crucial (see Remark 4.3). Since we work with L? functions, the assumption
(4.15) is satisfied as soon as

0| = O (|| ~**7) , Yv > 0.

When looking at the asymptotic variance, we see that there is a trade-off which leads
to a lower bound for the smoothing sequence. Hence, the optimal choice for (¢;),.,
should be given by semi-parametric efficiency. Using Cauchy-Schwarz’s inequality,

we get that
472 2 -t
ZleZéll ‘Cl<f>| > (ZZQ‘Q(JC)P)
5 > .
(Zzez 512l2|cl(f)|2) lez
This case, corresponding to the least favorable case in the semi-parametric efficiency

framework, is obtained for the optimal choice of coefficients (¢;),., = 1. In this case,
we would obtain the following asymptotic behavior:

Vi [ Rlalf)? (6, — o) ﬁ Ny (0,11 + Uj_y).

LEZ

Nevertheless, the choice of the weight sequence (¢;),., = 1 yields to a non convergent
estimator, see Remark 4.3. Non optimality as regards asymptotic efficiency is the
price to pay both to deal with a discretized version of the regression model and to
handle simultaneous estimation for all the observed curves. Maybe, a different way
of estimation could get rid of this drawback but the work is still in progress.

Remark 4.8 Throughout all the work, we assume that the observation noise in
the model (4.3) is Gaussian. Nevertheless, we could get rid of this assumption with
moment conditions for the errors.

4.4 Applications and simulations

In this section, we present some numerical applications of the method. The
first one, in Section 4.4.1, gives results on simulated data. The second one, in Sec-
tion 4.4.2, is based on an experiment on human fingers force. The last one, in Sec-
tion 4.4.3, is carried out with traffic data. All figures are postponed to Section 4.7.

The optimization algorithm used in any resolution is based on a Krylov method
(the conjugate gradient method). Indeed, minimizing an L? criterion function with
a conjugate gradient algorithm yields a reduced step number, and hence, a small
complexity.

4.4.1 Simulations

Simulated data are carried out as follows:

yl-j:f(ti—ﬁ;)+€ij,j:1,...,J,i:1,...,n,
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with the following choice of parameters:
- J =10,
- n = 100,
— forall j € {1,...,J}, values (ti = -7+ ﬂZw)izl , are equally spaced points

77777

on [—m,7],

— f(t) = 15sin(4t)/(4t),

-----

—forall j € {1,...,J}, for all i € {1,... n}, values ¢;; are simulated from a
Gaussian law with mean 0 and standard deviation 1.

Results are given on Figure 4.1. The target function f is considered as a 27-periodic
function (7" = 27), hence o} = ¢7. The function f is plotted by a solid line in
figure 4.1(d). The figure 4.1(a) shows simulated data (yi;);_, ;. _,- The mean
curve of these data is given on Figure 4.1(d) by the dotted line. We can see that the
mean function is representativeness of data. Indeed, the amplitude of higher opti-
mum is reduced and smallest ones disappeared. Figure 4.1(c) shows shifted curves.
The mean function of these shifted curves is given on figure 4.1(d) by dashed line.

Figure 4.1(b) plots (oz;f)j:l , on abscissa axis against (&;),_, , on ordinate axis.

-----

Estimations are very close to truth parameters. Comparison between mean curves,
before and after the shift estimation, is straightforward.

A second simulated data set is carried out with J = 3, 67 = 0, 65 = 1.47 and
05 = 0.24. The figure 4.2 presents the criterion function M, (), with an unique
minimum. The figure 4.3 shows shifted curves.

4.4.2 Pinch force data

Data presented here are extracted from an experiment described in [RWF95],
and studied in [RLI8| with a Curve Registration methodology. Data represent the
force exerted by the thumb and forefinger on a force meter during 20 brief pinches.
These 20 force measurements having arbitrary beginning, Ramsay and Li in [RL9S§]
begin their study by a landmark alignment of curve maxima (with single shifts).
These aligned data are shown in figure 4.4(a).

Our propose is to study these data with the shift estimation methodology.
Shift estimations and shifted curves are respectively shown in figure 4.4(b) and
figure 4.4(c). We note that shift parameters are almost all close to zero. That
means that, in this case, landmark alignment shift quite well the data. Hence, in
figure 4.4(d), the mean curves of shifted curve (solid line) and of primary curves
(dotted line) are almost the same ones.

But, initially, data were shifted arbitrarily. We simulate such an initial data
by shifting arbitrarily the pinch force curves. More precisely, we set af = 0 and
we simulate (Oz;)ji with a uniform law on [—7/5,7/5], and we shift the j-th
curve by o. Pseudo-simulated data are shown in figure 4.5(a). Hence, with shift
estimation methodology, we obtain the shift parameter estimates and the shifted
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curves shown respectively in figure 4.5(b) and figure 4.5(c). Figure 4.5(d) shows the
obtained mean curve with primary curves (dotted line) and with shifted curves (solid
line). The shape of each individual curve is correctly estimated with shifted curves
mean.

4.4.3 Application to road traffic forecasting

Most of the Parisian road traffic network is equipped with a traffic road measure-
ment infrastructure. The main elements of this infrastructure are counting stations.
These sensors are situated approximately every 500 meters on main trunk roads
(motorways and speedways principally). Every counting station measures, daily, the
average speed of vehicle flow on 6 minutes periods. We consider measurements from
5 AM to 11 PM, hence, the length of the daily measurement is 180. We note y;; the
speed measurement of day 7 € {1,...,J} and of period ¢ € {1,...,n}, with n = 180.

Our purpose is to improve, with shift estimation, an existing forecasting metho-
dology. This forecasting methodology is described in [LMLO02]. This method is based
on a classification method. We dispose of a sample of J speed curves and we want
to summarize it by a small number N (N < J) of standard profiles, representatives
of each cluster.

Our study is stimulated by the observation of several clusters of these J speed
curves. Indeed, we note frequently that many subgroups are composed by curves
describing the same behavior. For example, we observe a speed curve subgroup
with a same traffic jam or speed reduction, but with a different start time of the
phenomenon for each curve. Thus, figure 4.6(a) represent a particular cluster on
a particular counting station. Figure 4.6(b) shows estimated shifts. Shifted curves
are plotted on figure 4.6(c). So, in this homogeneous cluster, where only a shift
phenomenon appear, the mean curves in figure 4.6(d) of shifted curves (solid line)
and of primary curves (dotted line) aren’t the same. The shift estimated mean is
clearly more representative of individual pattern.

4.5 Technical Lemmas

The two following propositions, Proposition 4.9 and Proposition 4.10, are used
in the proof of asymptotic normality (Theorem 4.5). Their proofs are postponed to
the appendix.

Proposition 4.9 Assume that the assumptions of Theorem 4.1 are fulfilled. Then

VAV M, (o) —2— N;_;(0,T), (4.18)

n—-4o0o

where the variance matriz is given by

4 1
r= s S attialP (1 - 5021 )

LEZ
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Proposition 4.10 Assume that the assumptions of Theorem 4.1 are fulfilled. Fur-
ther, assume that (4.15) holds. Then, for any sequence (0u,), o with ||, — oF|| <
|&n — ||, we have

VM, () —— JQZWM 2(JLy_y —Uyy). (4.19)

lEZ

4.6 Appendix

Let z be a complex number and Z its conjugate. We write Re(z) = 3(z + 2) (the

real part of z) and Jm(z) = £ (z — 2) (the imaginary part of 2).

21

Proof 4.11 (Proof of Condition (4.13)) The criterion function M,(c) can be
written as follows:

A
M,y (a) = 7 Z 512|c]1(0z) —é(a)l?
J o5
=32 3 (fe) + el - 2% (et )

The first term gives:

Z eyl f \2+— Z 522|wﬂ\2+— Z 522% (cl zl%w])

n—1 n—1

2

J
Z Fla(s |2+— Z EPMGERY
7=1

- 2

n 1

W Z BFleu( )

M“ T

[cos(0; — 1 )E5, + sin(6; — la}) ]l} ,

1

J

where we have used the following notation:

Vi=1,... ./, ¥l=—(n—-1)/2,...,(n—1)/2,w; = (& +1igy) -

1, 1
T

--------

sequences with law N, (0,1,). Also, we have seted
Vi=—(mn—-1)/2,...,(n —1)/2,c(f) = |a(f)]e?, with 6, € [0,2x].
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The second term has the following form:

n—1 7 2 n_1 J 2
1S oo NS it
(== 3 |52 aalf)| = 30 |53 "
[=—"1= Jj=1 j=_n=1 j=1
2 2
n—1

1 771;1 |=—n=1 j=1
] 2t J ] 2zt 52 | 2
2 2 y2 l ilos
e Ry (g ) - Y e
|=—n=1 7j=1 l n—1 j=1

<

L2 3= el [eos(8 — a3, + sin(f, — lak)ey)]

l=—"5= j=1
2 nT_l J J
T 2 alNIY Yo Re (Mmoot )
l=—171 j=1 k=1

2

T2 T2 J
1 Z « a
Maa) = 30 lalHP= Y |5 D e aal) (4.20)
l,_n;l 1 _n-—1 j:1
J_l n% 2 ! T2 y 2
l=—n1  j=1

_niﬂ D2 03D [eos(ilay — an))(Eheh + Enh+

sin(l(a; — ax)) (&5 jl kl 615;31)} (4.22)

$ 2T S RIalnIY feos(0 — tog)es + sin(d — lo})el)] - (4.29)

2 7=1
5 I J
RVHE Z 6t ()] ZZ cos(l(aj — af —ay) + 0y) &+
l=—"71 J=1 k#j

sin(l(oy; — o — ax) + 0,)€}] - (4.24)
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So we have split the criterion function into five terms: (4.20), (4.21), (4.22), (4.23)
and (4.24). Their asymptotic behaviors are as follows:
e The term (4.20) is a deterministic one. Let 1 the T-periodic function defined
by the Fourier serie () = > _,c; 01€*™"/T. The function v is well defined in
L?([0,T]) since (4.9) holds. Hence, using Parseval theorem, we have that

7 2

T dat [T]1
2 - . _p* -
@20) — [ 1w nwrg - | 7N+ -0) T
e The term (4.21) is a pure noise term:
= J
2 2
am =Ll Sy (g )
1= ,; 7j=1

J—1 <
= — 52X
5 E 1 X270
nJ et

-----

riables with 2J degrees of freedom. So that, (4.21) will vanish asymptotically
in Probability. Indeed,

2(J —1 2
l=—n1
and )
4T -1)?2 X
Var((4.21)) = === > —— 0

|=—n=1

o The term (4.22) is also a pure noise term composed of terms of the type:

J
Z Z ) Eiéhh
j=1 k>

n—1

2

1
n

n—1
2

with E(U,) =0, and

_ 2
Var (U, Z 5122005 =) J2n2J Z §f —— =

7n1 j=1 k>j

Hence, the Bienaymé-Tchebychev inequality yields that
Var(U,)

52 n—-+0o00

Ve > 0, Py (|U,| >€) <

So that o
(4.22) — 0.

n—-4o0o
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e The terms (4.23) and (4.24) have the same asymptotic behavior as

Z 51 |Cl |I/Vla

with
J
= Z Z cos(I(aj — o — au) + 01)&x,
=1 ktj

are 1.1.d. and

where, as before, the random sequences (5
(alf ))leZ € I*(Z), we have that

following a Gaussian law N,,(0,1,,). Since

> StalHPIw; < +oe.

IEZ

As a result, the random variables \/nV,, converges in P ,-probability. Hence,

Pa*
V, —— 0.
n—-+o0o

So, we can conclude the convergences of (4.23) and (4.24):

(4.23) —2 0 and (4.24) —= 0.

n—-+o00 n—-+o0o

In conclusion, we have the criterion function convergence:

_Por | K(a),

n—-+o0o

K@= [ lwenory - |3 J

M, (c)

with
2

S @ (6 -6)|

j=1

Moreover, Cauchy-Schwartz inequality yields that

/32‘”’* e+0 =) T = [ 1w NOPE

hence, K(-) > 0, and the minimum value is reached for

[ norg= [

2

J
3 1)+ 0 - )
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which 1s equivalent, using the Parseval theorem to

2l =25

IEZ leZ

Z 5161 Zl (=) . (425)

j 1

So, we have that

2
=1

J

% Z eil(aj —aj)

j=1
— VieZVj=1,...,J,Vk=1,...,J, cos [l((aj—a;)—(ak—a;;))} =1
= Vj=1,....J;a; =0a] +c[2n],ceR.

(4.25) <= Vil eZ,

In a matriz way, we get the equation (4.7), i.e

aq Of{ 1 k’l ]{31
= : +c| | +2m : ,c €R, : cZ’.
g 043 1 k] k]

Hence, since o € A and A is defined by (4.8), we have shown that
aj=a;,Vji=1,...,J.

Since a — K(«) achieves its unique minimum for o« = o*, the condition (4.13) is
fulfilled.
[

Proof 4.12 (Proof of Condition (4.14)) Seta = (a;),_, ;and = (5)),_, ;
two translation parameters in A. Our aim is to prove that the convergence of the
criterton function is uniform, in the sense that for k large enough and two decreasing

to zero sequences (M) ey and (€x)zen, we have

-----

lim P sup |Mp(a) — M, (B)| > e | =0.
noteo llae=BlI<ms

Using the expression of the criterion function that we have calculate in the proof of
Condition (4.13), i.e

M, (a) = (4.20) + (4.21) + (4.22) + (4.23) + (4.24),

we get
M, (a) — M,(B) = A+ B+ C,
where

n—1 2

Tz J 2
A= %Ze“(@“ ower(f ' 21 Z e gi(f)

=magt |75
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is the deterministic term, and (B + C) is the stochastic term, with

== Z 33 67 ot — ) — contl5 — B0 €5 + et

_nlj 1 k>j

n—1

T2 J

- S ST R lsinliley — ) — sin(i(8; — 50))) (€5 — €46,

—_n=1 j=1 k>j

2
and

J

o i 3 a0 35 05 - )

=1 k#j

cos(O) +1(B; — aj — ﬁk))} ki

n-l J
‘ﬁ > FlalNIY_ Y [sinlth + Ua; - af — )~

=1 k#j

sin(0; +1(8; — aj — k)] &

As a result, the stochastic term (B+C') can be split into two categories of terms,
composed, for alll € {—(n—1)/2,...,(n—1)/2}, of the centered independent random

variables

J
Ula,8) =6 > > feos(l(aj — ay)) — cos(U(B; — )] €7t
=1 k>j
Vi(e,B) = 6F|ci(f)] Z Z cos(f + I(a; — o — o)) — cos(b + (85 — o — B))] &
J=1 k#j

All the remaining terms in B and C differ from U, or V; by the trigonometric func-
tions, but their asymptotic behavior can be deduced in a similar way. Hence, our aim
1s to bound the probabilities

|

Pl sup |- : (4.26)
la—l<n |7 Z_

P | sup Z Vila,B)| >z | . (4.27)
lla—Bll<n a1

Using the basic inequality |cos(p) — cos(q)| < |p — q| and after some calculations, we
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have that

n—1
3

Var Z Ula,B) | < J%n? Z SLI2,
- o

var (30 Vid) | <t Y il

_ n—1
l_fnT = 2

Moreover, exponential bounded moments of random wvariables U; and V, gives, we
get from Bernstein’s inequality for independent variables, that there exists a positive
constant M < 400, such that

n—1

1 = 2,2

Pl |- Z Ula,0)| >z | <2exp | — = e ,

" 2 (Var (Zli_nT—l Ul(a,ﬁ)> n Mmc)
n—1

1 3 2

P = Z ‘/l(avﬁ) > §2eXp - n—1
Vn e 2 (Var (le_nT_l W(Oz,ﬁ)) + Mﬁx)

Hence, using (4.11) and (4.12), we get that both previous probabilities go to zero
when n goes to infinity. Now, since o and 3 lie in a compact set of R? with J < +o0
fized, a standard chaining argument (see for instance [vdG00]) proves that there exist
(M) gen and (€),ey such that for k large enough we get

n—1
1 2
lim P sup |— Ula,B)| > € | =0,
n—+o00 lla—Bl<n ”l:zn:l
2
n_—l
5 v
lim P sup  |— Vi(a, >e€, | =0.
n—+o00 lla—Bl<n \/ﬁlz nrt
2

The deterministic part A remains to be studied. We can write, after some calcu-
lations, that

n—1

(A< Y Flllalh)P (4.28)

==

But, since (4.11) and (4.12) hold, using Cauchy-Schwartz inequality, we have that

115 = oflilleu f)I?

lEZ
< (o) (Seor)
lez lez

< +00.
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Hence, as soon as we have chosen two decreasing sequences (M) ,en and (€x) ey SUCh
that ex/m. > || f113, we have that

lim P [W(n,m) > e] =0,

n—-+o00

which concludes the proof.
[ |

Proof 4.13 (Proof of Proposition 4.9) After some calculations, we get the fol-
lowing expressions for the first and the second derivatives of the empirical contrast,
forallk € {2,...,J}, forallm e {2,...,J}:

8ak

92 M, 2 S . _
90 () = 5 E 0 l°Re | Cp() E ¢ula) |, (4.30)
k 7_n—1

vYm 7& k?, 82Mn = Z 5ll Re <Ckl )le( )) (431)

8ak0&m

By straightforward calculations, we get that

OM, .. 2 <
"o (@) =5 Z_ ot (la(HI (V= Vi) + W),

where, for all | € 7,

[sin(l(a}, — o)) (i + €€ + cos(l(ag, — i) (§h€5 — s e

H
3
M-

ViF = (cos(laj, + 6,)&; — sin(log, + 01)&r) 5

and

K.I'—‘

J
Let, forl e Z,
Vi= (& & fijz fgz e 'f?z)/a
and, let fF be the vector of length 2.J, defined by
(flk)k = cos (lag + 6,),
(flk)J+k = —sin (laj + 6;),
(f5), =0ifi & {k.J+k}.
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As a consequence, we get the following expression for Vi*:

Vzk = <f1k>Yl> = flk,Y
In a same way, for | € Z, let Bf be the (2J) x (2J) matriz defined by rows by

*

(Br), = (sinfi(af — a7)] - -sinfi(af — aj)] — cosli(ag — a)] -+ — cosll(af — aj)]),
(Br) 4 = (cosll(ag — a7)] -+ - cos[l(ag — aj)] sinfl(af — a7)] - --sin[l(af — a3)]),

(Bf),=(0---0) ifi & {k.J+k}.
Further, let the symmetric matriz B be defined by

. Bl +(BY)
B = ———.

2
Hence, we may write

1 /
Jyn'!
Now, we define, for k=2,... J:

~ 2

B = 5B,

~ 2

fzk = jflk-
Our aim is to study the asymptotic distribution of the gradient \/n¥V M, (a*). For

this purpose, we consider u = (uy, ..., u;) € R and t = (ty,...,t;) € R, and
we define the couple of random variables:

J = J o
(Rn,Sh) Z S dllas —W),%Ztk > ot
k= l=—n-1 k=2 j=_n-1

Using previous notations, we get

Z Stlle(f (w),Y}), with g;(u) = Zu’f(?_%Z?)’

0 _
S, = Z SHYY A (V)Y with Ay(t) Zth,

2

The quadratic part is vanishing in probability when n increases. Indeed, there exists
a positive constant C(t), depending on t, such that

A @] < C@),
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and, this leads to an upper bound for the quadratic term:

E (15,) < J&_|wm §:5M|

Moreover, since (4.15) holds and using Cauchy-Schwartz inequality, we have that

S o] < (Z 5;%4) % (Z l%) : < +o0.

lezZ* leZ* lezZ*
Hence,
Sh 0.
E (1S,]) ——
So that
S, X,
n—-+oo

For the last term, we have that

(g (). Y1) ~ N (0, lgi(w)]3) .
where

4 1
ol =S¢ (£7-1 = 5001 ) 0

with, 171 the (J — 1) identity matriz, and U;_y the (J — 1) x (J — 1) matriz which
all entries are equal to 1. So, independence of variables (Y;),, yields that

2, 4 1
Rn n—»D—‘,—oo N (0’ﬁ Z(S;ll2|cl(f)|2ul <IJ—1 - jUJ_1> U) .

LEZ

Hence, we have proved that

ViV M, (a") —— N (o,%Za;*z?\cl(f)P <IJ1—§UJ1)>.

lEZ

Proof 4.14 (Proof of Proposition 4.10) First, we pay attention to the non dia-
gonal terms of the matrixz of the second derivatives. For m # k, we get after some
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calculations:

J? 0*M, 2 - ) _
B 780%80% (@) = l_z;l o "Re (Ckl(a)cmz(a)>

D PRe (Mo dyyd,y)

__n—1
= 2

Z StlPler(f)|? cos (lfew, — af + o, — o))

+ Z 67 ci(f)] (cos[l(au, — af — au) + Owk,+
i sin[l(c — af, — o) + Jw)

+ Z S ()] (cos[l(au, — o, — ag) + O)wi+
sinfl(a, — g, — o) + OiJwy))

+ Z 51 1% [cos(l[ay — am]) (wiwr, + wiwh,)—

sin(l[oy, — o)) (wiwpn, — wiw? )]

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

We now study the asymptotic behaviour of each term separately. Indeed, the second
derivatives are taken at a point &, which converges to o*: &, is in the neighborhood
of o with radius ||a* — &, ||. Hence, we need conditions to claim uniform convergence

of V2M,(-).

In a similar way as in the proof of Condition (4.14), as we assume that (4.15)

holds and using Cauchy-Schwartz inequality, we have that

[V

lEZ leZ IEZ

hence, the deterministic term (4.32) converges, uniformly in the variable .

> Sllalf)I’ < <Z5z4l4\0z(f)\2> <Z\Cz(f)l2> < oo,

Since for all k € {1,...,J}, the random variables w§, and wy, follow a Gaussian

law N(0,1/n), we consider the independent variables &, and &}, such that

1 1
T T d Yy _ Y .
Wiy \/ﬁsz ana wy, \/ﬁgkl
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For the two second terms (4.33) and (4.34), we write

(4.33) Z 82121y ()] (cos[l(ag — af — am) + 0%+

sinfl(oy — o — o) + 0J€%)

(4.34) Z 2P ey ()] (cos[l(am, — o, — ag) + )5+

2

sinfl(a, — o, — o) + BJEL)

Using the assumptions (4.11) and (4.15), there exists a random variable Y such that

Y, = n(4.34) 12y,

n—-4o0o

So that LnYn converges in probability to 0. Hence, in a similar way as in the proof
of Condition (4.14), a standard chaining argument proves that, for all X > 0, we
have

P <sup (4.34) > /\> — 0,

acAq oo

which leads to:

sup (4.34) —2=* 0.

046;11 n——+oo

In the same way, we may also conclude that (4.33) and further (4.35) both converge
uniformly to 0.
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The diagonal terms can be written as follows:

J? 0% M,
7 a&k Z 5lli)%e CklZC]l

l=—n51 Jj#k

Z St ey (f Z cos (I — aj + of — o)) (4.36)

J#k

+ Z St le( )Y (cosll(an — of — o) + Olwi+
__n—1 Jj#k
sin [I(a — o — a;) + 6] w}) (4.37)

+ Z St ey (f)| Z (cos[l(ay — o — ) + Ojwi+
nm j#k
sin [I(a; — o — og) + 0] w}) (4.38)

Z 5ll22 cos(l[o — a]) (wiwj; + wiws))—

—n=l J#k
sin({[oy, — aj])(wzlwfl — w,flw;/l)] ) (4.39)
Using similar arguments as for the previous terms, we can see that, under the same

assumptions we get that all the terms (4.36), (4.37), (4.38) and (4.39) converges
uniformly, and we get

PM,
(@) Zal Ple(f)

80% n—+0oo
leZ

As a result, gathering the two previous results leads to the following asymptotic
behavior:

VEM(Gn) —2— = Zm?\q 2(JI;1 = Usoa),

LEZ

which proves the result.

Moreover, this matriz is invertible. As a result, we have that

. J
Do (Ly1+Uj-).

9 _ -1
(V2 My ()] = 230y 2] (f)2

4.7 Figures



4.7. FIGURES

(a) (b)

©
3 o ©
i)
[
) X
= T
= o
e}
L o
o E @
B
0 "
3
-3 -2 -1 0 1 2 3 -06 -04 -02 0.0 0.2 0.4 0.6
t parameters
(©) (d)
n
-
n
-
) S
-
o € o
o
o
B
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
t t

FiGc. 4.1 — Simulation results.

Y
ST,
AR S
AR
.
N
= *%;%E
SIS

= ..‘g.gt;% \
e

F1G. 4.2 — Criterion function.



84 CHAPITRE 4. MODELE DE TRANSLATION (ARTICLE SOUMIS)

(a) (b)
4
[ZBN
8
S £
a
= 0
e S s
= un S
2
T <
o g (=
Z .
[0}
9 =
0.0 0.5 1.0 1.5
parameters
(d)
n
7o) —
-
9 3
2w €.
e o
0
-3 -2 1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
F1G. 4.3 — Simulation results.
(a) (b)
o .
- [SBTY
® § 3 . .
z °.
s 8 . ‘.
=g o . . .
g ~ 38 -
L © O ‘ °
~ £ ° .
0.0 0.05 0.10 0.15 5 10 15 20
time (in seconds) parameter number
(€) (d)
o
= ®
[ce)
= =~ ©
z z
s © =
g g
8 8
N N
e o
0.0 0.05 0.10 0.15 0.0 0.05 0.10 0.15
time (in seconds) time (in seconds)

F1G. 4.4 — Pinch force results.



4.7. FIGURES

10

force (in N)

10

force (in N)

speed (in km/h)
20 40 60 80 100

speed (in km/h)
20 40 60 80 100

(@)

0.0 0.05 0.10

time (in seconds)

(©)

0.0 0.05 0.10

time (in seconds)

estimated parameters

-0.4

force (in N)

0.0 0.2 04

5 10 15 20

parameter number

(d)

F1G. 4.5 — Arbitrary shifted pinch force results.

5 10 15 20

time (in hours)

(©)

5 10 15 20

time (in hours)

estimated parameters

-0.6

speed (in km/h)
20 40 60 80 100 120

0.2

-0.2

0.0 0.05 0.10 0.15
time (in seconds)
(b)
2 4 6 8 10

parameter number

(d)

5 10 15 20

time (in hours)

F1G. 4.6 — Shift estimation results on a particular cluster.

85



86 CHAPITRE 4. MODELE DE TRANSLATION (ARTICLE SOUMIS)



87

Chapitre 5

Espérance structurelle d’une fonction
aléatoire et problémes statistiques
associés

De fagon classique, 'inférence statistique a pour objectif de retrouver certaines
des caractéristiques d’une population P a 1’aide des mesures effectuées sur un nombre
fini d’individus de cette population. Notons X € R" le vecteur aléatoire modélisant la
mesure effectuée sur un individu de P. Notons (z;),_, ,, les valeurs de X observées
sur un ensemble de m individus et (R",B(R"),Px)™ le modéle statistique associé.
Dans le cas d’un échantillon de vecteurs aléatoires indépendants et identiquement
distribués, la moyenne empirique z,, = % >, @; est une réalisation de estimateur
X = 25" X;. De plus, si X est intégrable, alors X,, — E(X) en probabilité.
L’espérance E(X) est une caractéristique centrale qui résume en un seul vecteur, le
plus souvent de facon satisfaisante, les mesures effectuées. Autrement dit, I’espérance
est souvent un bon représentant de la population . Malheureusement, lorsque les
mesures effectuées ne sont plus des vecteurs, mais des fonctions (par exemple des
fonctions du temps) alors I’espérance s’avére étre, le plus souvent, un trés mauvais
représentant de P. En effet, comme cela est expliqué dans [RS97] et [RS02], lorsque
la mesure effectuée sur différents individus est une fonction du temps, deux sortes
d’aléas apparaissent: un aléa en amplitude et un aléa en temps. Prenons ’exemple
des courbes de croissance sur une population de personnes. Le premier effet aléatoire
découle du fait que des individus différents auront, par exemple au moment de la
puberté, des tailles différentes, donc des observations qui vont varier en amplitude.
Le deuxiéme effet aléatoire est dii au fait que ces mémes individus n’atteignent pas
la puberté au méme moment, d’oii des observations non synchronisées dans le temps.
Dans ce cas, nous observons des courbes dont la moyenne ne nous renseignera, pas
sur la structure de la courbe de croissance de la population sous-jacente: les deux
effets aléatoires (en amplitude et en temps) ne sont pas dissociés. Un exemple simple
est illustré par la figure 5.1. Les deux courbes en trait plein représentent les valeurs
prises sur l'intervalle [0,1] par deux fonctions de densité gaussienne, d’espérances
différentes (p; # 112) et de méme variance. Nous avons représenté la moyenne de ces
deux courbes par des pointillés. Il apparait trés clairement que la moyenne est un
trés mauvais représentant du phénomeéne sous-jacent.
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F1G. 5.1 — Les deux courbes en trait plein représentent les valeurs prises sur l’in-
tervalle [0,1] par deuz fonctions de densité gaussienne, d’espérances différentes
(11 # p2) et de méme variance. La courbe en pointillés est la moyenne de ces
deux courbes.

Historiquement, ce probléme apparait dans la littérature d’ingénierie. Plus pré-
cisément dans [SCT78| sous la dénomination anglaise time warping. Le contexte était
celui de la reconnaissance de la parole. D’un point de vue statistique, ce probléme est
présenté dans [Raob8]| et fait référence a la comparaison de courbes de croissance. De
nombreuses méthodes de résolution ont été proposées ces derniéres années. Notam-
ment dans [WG97| et [WG99] sous la dénomination anglaise structural averaging. Et
aussi, sous appellation curve registration dans [RD91], [RWF95], [RL9§], [KG92],
|[Kne94| et [KLMROO]. Ce probléme est traité dans des domaines aussi divers que
la médecine (dans [Boo97]) et la prévision de traffic routier (voir [GLMO03| dans les
chapitres 3 et 4 de cette thése).

Le modéle proposé dans la plus grande partie des travaux citées ci-dessus est
fondamentalement le méme. En effet, de maniére simplifiée, le probléme est posé de
la facon suivante. Soit un ensemble de fonctions réelles

fiilab = Ri=1,... m.
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Il S’agit d’estimer les fonctions suivantes, dites fonctions de déformation (ou warping
functions, dans la littérature anglaise)

hi : [ab] — [ab],i=1,...,m,
continues et strictement croissantes (avec h;(a) = a et h;(b) = b) minimisant un
critére d’ajustement du type

m

lel(fiohi_%Zfiohi)a (5.1)
i=1 i=1

ot ¥ est une fonction de cotit. De plus, ce critére est souvent accompagné d’un terme
de pénalité. De maniére plus réaliste, il s’agit souvent d’estimer au mieux les fonc-
tions de déformation (h;) i=1...m SUI la base des observations bruitées des fonctions
(fi)i1,.m sur des points de l'intervalle [a,b], c’est-a-dire, & partir des observations

yl-j:fi(tj)+€ij,i:1,...,m,j:1,...,n,

ou, pour tout ¢ = 1,...,m, pour tout j = 1,...,n, le point ¢; € [a,b] et la variable
aléatoire ¢;; modélise un bruit de mesure.

Ainsi, le modéle posé n’est pas identifiable. En effet, pour toute fonction
h: [a,b] — [a,b]

continue et strictement croissante (avec h(a) = a et h(b) = b) I'ensemble des fonc-
tions de déformation .
(hioh)
i=1,....m

est aussi solution de (5.1).

Dans ce chapitre, le probléme est posé de maniére différente. Le modéle que
nous étudions est un modéle sans bruit, qui traite seulement de 'aléa di & une
transformation monotone de ’axe des abscisses. 1l s’agit d’un modéle de déformation

d’une fonction
f:lab] = R

inconnue, par un processus aléatoire, dit processus aléatoire de déformation,
H : [a,b] — [a,b]
inconnu. Ce modéle s’écrit comme suit:

-1 . .
Yiy=foH (wt;),i=1...,m j=0,...,n,

ol w appartient & un certain espace probabilisé. Malheureusement, pour les mémes
raisons que précédemment, ce modéle n’est pas identifiable. Par contre, ce modéle
nous permet de définir de maniére unique et intrinséque 1’ espérance structurelle asso-
ciée au modéle de déformation (voir définition en (5.4)). Si nous reprenons 1’exemple
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F1G. 5.2 — Les deux courbes en trait plein représentent deuzx fonctions de densité
gaussienne, d’espérances différentes (1 # po) et de méme variance. La moyenne
structurelle empirique de ces deux courbes est en pointillés, il s’agit de la fonction
de densité gaussienne d’espérance ’“TJ””

précédent, la figure 5.2 nous montre, en pointillés, la moyenne structurelle empirique

des deux densités gaussiennes. Cette moyenne structurelle est la fonction de densité
Yy

gaussienne d’espérance —‘“;“2.

Le modéle que nous étudions est décrit dans la section 5.1. Dans la section 5.2,
nous proposons, dans le cas ou la fonction f est strictement croissante, des esti-
mateurs empiriques de l’espérance structurelle et du processus de déformation de
chacune des fonctions de notre échantillon. De plus, nous montrons, sous certaines
hypothéses, la consistance et la normalité asymptotique de ces estimateurs. Dans la
section 5.3, nous mettons en place une méthode qui nous permet d’estimer 1’espé-
rance structurelle dans le cas ou la fonction f n’est pas strictement croissante. La
section 5.4 est dédiée a la simulation du processus de déformation H et & un exemple
d’estimation pour une fonction f particuliére. Pour finir, dans la section 5.5, nous
présentons une méthode d’estimation pour des observations bruitées.
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5.1 Le modéle de déformation

Le modéle de déformation est défini par
Yii=foH Ywt),i=1,....m,j=0,....n, (5.2)

ou
e f:[ab] = Z C R est une fonction réelle continue,
e les processus aléatoires (H;),_,
aléatoire H défini par

H: Q — (C(lab]),B(C([a])))

., sont i.i.d. et de méme loi que le processus

aaaa

(5.3)

ol
o (2,4,P) est 'espace de probabilité sur lequel sont définis nos processus
de déformation,
o C ([a,b]) est 'ensemble des fonctions réelles continues, définies sur 'in-
tervalle [a,b] muni de la norme uniforme et de la tribu des boréliens
B(C ([a,b]));
de plus, nous faisons les hypothéses suivantes sur notre processus de déforma-
tion H:
i) H est p.s. continu sur [a,b] et p.s. strictement croissant,
i) H(-a)Eaet H(-b) B,
e pour tout j € {0,...,n},t; = a+ ;=2

Afin d’alléger les notations, nous écrirons, pour tout ¢ € [a,b], H;(t) au lieu de
H;(-,t). Nous noterons aussi, pour tout i = 1,...,m, F; = fo H; ', et
fii [ab) — ZTCR
t = filt)=fohi(t),
ou h; est une réalisation du processus aléatoire H;. Nous noterons enfin A, ’ensemble

des trajectoires F(w,") = fo H '(w,) (w € Q) continues, strictement croissantes,
et telles que F(w,a) = f(a) et F(w,b) = f(b).

La proposition suivante énonce ’existence, sous les hypothéses (5.3), des mo-
ments d’ordre 1 et d’ordre 2 du processus aléatoire H.

Proposition 5.1 Sous les hypothéses (5.3), les fonctions ¢ (espérance) et v (mo-
ment d’ordre 2), définies par

et

existent. De plus,
a) ¢ ety sont continues et strictement croissantes,
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b) #(a) = a, ¢(b) = b, v(a) = a® et v(b) = b*. En particulier, nous avons
Var(H (a)) = Var(H (b)) = 0.

Nous définissons également la covariance du processus de déformation H par
V(t.s) € [ab]?, 7 (t.s) = Cov (H(t),H(s)).

Preuve 5.2 Pour tout t € [a,b], la variable aléatoire H(t) est bornée. Donc, les
fonctions ¢ et v existent. De plus, d’apres le théoréeme de Lebesgue et par continuité
de H, elles sont aussi continues. D’autre part, pour tout (t't") € [a,b)* tels que
t' < t", nous avons H(t') < H(t"), donc E(H(t")) < E(H(t")), et la fonction ¢ est
strictement croissante. De méme, la fonction ~v est strictement croissante.

|

Comme nous 'avons souligné dans I'introduction de ce chapitre, le modéle (5.2)
n’est pas identifiable. Par contre, il est naturel de définir I’espérance structurelle
(relativement & H) de la fonction aléatoire f o H~1, notée ESy, par

ESy (foH ™) =foo™!, (5.4)

ou le processus aléatoire H est défini par (5.3). Ainsi, I’espérance structurelle d’une
fonction aléatoire n’est pas la fonction f, mais la composée de f par ¢!, c’est-
a-dire, la composée de f par I'inverse de I’espérance du processus de déformation
H. L’espérance structurelle s’interpréte donc comme la déformation moyenne de la
fonction f par le processus H. Dans la section suivante, nous construisons, dans le
cas ol la fonction f est strictement croissante, dans le cadre du modéle d’observa-
tion (5.2), un estimateur consistant de I'inverse de I’espérance structurelle f o ¢!,
et en montrons la normalité asymptotique. Nous construisons ensuite, & partir de
cet estimateur, un estimateur consistant de ’espérance structurelle elle-méme. De
plus, nous construisons un estimateur consistant associé a la fonction de déformation
h;',i=1,...,m, et en montrons également la normalité asymptotique. En effet, en
pratique, il est souvent intéressant de connaitre la déformation subie par un individu
particulier de notre échantillon.

5.2 Estimation de I’espérance structurelle
Nous nous plagons ici dans le cas oul la fonction f est strictement croissante:
V(' ") € ab]? t <t = f(t') < f(t"). (5.5)

Cette section se subdivise en quatre parties. Dans la partie 5.2.1, nous traitons
le modéle (5.2) avec 'hypotheése supplémentaire que les fonctions (f;),_, . sont
connues sur tout l'intervalle [a,b]. Nous généralisons ensuite les résultats obtenus
avec ce modéle continu, dans la partie 5.2.2, au modéle d’observation (5.2). Dans
la partie 5.2.3, nous construisons l’estimateur de I’espérance structurelle et en mon-
trons la consistance. Dans la partie 5.2.4, nous affaiblissons les hypothéses (5.3.ii)
en supposant que H'(a) et H~1(b) sont des variables aléatoires et ont des lois &

support compact.
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5.2.1 Modéle continu

En pratique, I’évaluation d’une fonction quelconque est effectuée sur un intervalle
discrétisé de R. Ainsi, comme nous ’avons décrit dans la section 5.1, le modéle de
déformation est observé sur une grille de points (¢;),_, , de [a,b]. Dans une premiére
approche, nous considérons le modéle théorique

Yi(t)=foH '(t),i=1,...,m,t€ [a,b]. (5.6)

Nous considérons donc que nos fonctions sont mesurées sur tout l'intervalle [a,b]. Les

résultats obtenus pour ce modéle théorique seront ensuite utilisés pour I’estimation
dans le modéle (5.2).

Lorsque la fonction f : [a,b] — Z C R est strictement croissante, la fonction
réciproque f~1 : Z — [a,b] existe et est strictement croissante. De plus, une défor-
mation en phase de la fonction f (c¢’est-a-dire une déformation sur ’axe des abscisses)
correspond & une déformation en amplitude de la fonction f~! (c’est-a-dire & une
déformation de 1’axe des ordonnées). Il est donc naturel de considérer la moyenne
de I'’ensemble des fonctions (fi_l)i:1 . bour estimer ¢ o f71, soit I'inverse de ’es-
pérance structurelle. Nous proposor’ls7donc I’estimateur empirique de l'inverse de
I’espérance structurelle

SR
bof Tu="D F (5.7)

Dans le théoréme suivant, nous montrons la consistance de cet estimateur empirique
dans (C(Z),| - [le0)-

Théoréme 5.3 Sous les hypothéses (5.3) et (5.5), l'estimateur ¢ o f~!
presque stirement vers ¢ o f1:

m converge

S
" ..

co Mm——+0oo

|07~ 00 s

Démonstration 5.4 Cette démonstration est une application directe du corollaire
7.10 page 189 de [LT91]. Il s’agit d’une extension de la loi forte des grands nombres
a des espaces de Banach.

Pourtouti=1,...,m, la fonction F; = fOHi_1 est la composée de deuz fonctions
strictement croissantes, donc Fz_l est bien définie et est strictement croissante. De
méme, la fonction
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est bien définie et est strictement croissante. De plus, nous avons

=1
— Y Hiof?
m £
=1
Posons
Xz_Hzof 1_¢Of 1726N*
et

Les wvariables aléatoires (X;),_, ., sont par définition boréliennes & valeurs dans
B = C(Z) ou I est un compact de R, et B est un espace de Banach séparable.
De plus, le dual de B est l’ensemble des mesures bornées sur I ([Rud87]). Nous
sommes donc bien dans le cadre du chapitre 7 de [LT91] et nous pouvons appliquer

le corollaire 7.10. En effet,
E (]| X1]|oo) < +00 et E(X7) = 0.

Donc
Sn ps
— —— 0.
n m——4oo

D’o4 le résultat.
[ |

Il est certainement possible de montrer un théoréme central limite dans I’ensemble
(C(Z),|| - |loo) en utilisant les résultats généraux de [LT91]. Nous nous contenterons
dans le théoréme suivant de montrer une version vectorielle de la normalité asymp-
totique de l'estimateur empirique ¢ o f~1, .

Théoréme 5.5 Sous les hypothéses (5.3) et (5.5), pour tout vecteur (yi,...,yx)" de
I*, k € N*, nous avons

Go [ ulyr) $o [~ (y)
: - : — £ N (0T(y))

vm : : —
¢o [ (k) ¢o f~ (k)

ot I'(y) est la matrice de variance-covariance de taille k, définie pour tout (i,j) €
{1,....k}?, par
L(y)ij=r (f_l(yi)af_l(yj)) .
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En particulier, nous avons pour tout i € {1, ...k}, la variance
C(y)a =7 (" (w).f " ()
—E((Ho/ (y)*) = (B (Ho [ )’
=0 [T w) = (¢ f (w)

Démonstration 5.6 Pour tout i = 1,...,m, comme nous l’avons vu dans la dé-
monstration du théoreme 5.3, la fonction

est bien définie et est strictement croissante. En notant, de facon abusive, pour tout
vecteur y = (y1,...,yx)" de I%, k € N*,

¢o [ (y1) ¢o fHy)
¢pof1,(y) = : oo fHy) = :
¢o f,(ur) ¢o f~(yr)
et, pour tout © € N*,
Hio f~'(y1)
Hio f~(y) = : )
Hio [~ (yk)

nous avons m
go fln(y) = % > Hiof\(y).
=1

Or, les vecteurs aléatoires (H; o f~1 (Y))i—1....m SONE i.i.d. et ont, comme espérance
le vecteur ¢o f~(y) et comme matrice de variance-covariance I'(y). D ot le résultat,
par application du théoréme central limite.

[ |
En pratique, dans le cadre d’'un modéle de déformation, il est souvent intéressant
de connaitre, en particulier, la déformation subie par la fonction f; (i € {1,...,m})

c’est-a-dire la fonction de déformation h;' qui a été composée avec f. Comme
nous I'avons déja souligné, le modéle (5.2) n’est pas identifiable. Ainsi, comme
pour l’espérance structurelle, nous ne pourrons pas estimer la fonction de défor-

mation h; ', i = 1,...,m. Par contre nous pouvons estimer, en utilisant la méme
idée que pour la construction de l'estimateur (5.7), la fonction de déformation
¢poh;' i =1,...,m. Pour cela, nous définissons pour tout io € {1,...,m} fixé,

conditionnellement a F;, = f;, € A, 'estimateur empirique de la fonction de défor-
mation ¢ o h;_ !

o (1). (5.8)
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Dans le corollaire suivant, nous montrons la consistance de cet estimateur dans

(€ ([a,0]) ;]I - lloo)-

Corollaire 5.7 Nous nous plagons sous les hypothéses (5.3) et (5.5). Soit f;, €
A avec ig € {1,...,m} fizé. Alors, conditionnellement a F;, = f;,, 'estimateur

empirique ¢ o h; ' converge presque sirement vers ¢ o h':
0 m 20

S
P .o

oo M—+400

Hgf) o h;olm —¢o h;ol

Preuve 5.8 Soit igp € {1,...,m} fixé, alors, conditionnellement & F;, = f;, € A,
nous avons

m m

1 1

hil = _——— FloF, = —— Flof
¢ hiy m—1c" ° m—1c" © Jio:
ii0 iig

ainsi, d’apres le théoréme 5.3,

poh ps oflofiy=¢0oflofohl=gohl.

0m m—too

Comme pour le théoréme 5.5, nous nous contenterons dans le corollaire suivant,
de montrer une version vectorielle de la normalité asymptotique de I’estimateur

(b © hl’iolm'

Corollaire 5.9 Nous nous plagons sous les hypothéses (5.3) et (5.5). Soit f;, € A

avec ig € {1,...,m} fizé. Alors, conditionnellement & F;, = f;,, pour tout vecteur
t = (t1,...tx) de [a,b]*, nous avons
¢pohyt (t) ¢ohyl(t)
Vim : - s —5— N (0.To(1)).
o hi,', (t) 60 by (t)

ot T'y(t) est la matrice de variance-covariance de taille k, définie pour tout (i,j) €
{1,....k}?, par
Lo(t)iy = r (b (ti).h, ' (t5)) -

En particulier, nous avons pour tout ¢ € {1,...,k}, la variance
=B ((Hoh!(t)") = (B (H oh'(t:))
_ _ 2
=7° hiol(ti) - (¢ © hz‘()l(ti)) .

Preuve 5.10 La preuve de ce corollaire découle directement du théoréeme 5.5. En
effet, il suffit de remplacer dans sa démonstration, le vecteur (yi,...,yx) par le

vecteur (fi,(t1), .. fi, (tr)) -

2
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5.2.2 Modéle discret

Dans ce qui précéde, nous nous sommes placés dans le cadre peu réaliste du
modele (5.6), dans lequel les réalisations (f;),_, , sont observées sur tout l'inter-
valle [a,b]. Dans ce qui suit, nous étendons les théorémes 5.3 et 5.5 et les corol-
laires 5.7 et 5.9 au modéle échantillonné (5.2), soit

Yy =foH Ywt),i=1,....m,j=0,...n

Nous construisons donc des estimateurs équivalents a (5.7) et (5.8), basés sur les

seules mesures des fonctions (f;),_, ,, effectuées sur les points (¢;),_, . de [a,b].
Avant de donner la définition des estimateurs, nous définissons une notion de

convergence d’une suite indicée par le couple (m,n) € N2 Cette notion nous sera

utile par la suite.

Définition 5.11 Une suite (U,,,) cne converge vers la constante ¢ € R, noté

(m;n)

s, et seulement si,
Ve > 0,3(mo,ng) € N? /V(mn) € N2, m > mg,n > ng = |Upn — | < e.

Dans le modéle (5.6), 'estimateur empirique (5.7) de ¢ o f~! a été défini, pour
tout y € Z, par

m

go f 1 (y) = % Z F Y (y).

i=1

Il est alors naturel, dans le modéle (5.2), ou les fonctions sont seulement mesurées
sur la grille (tj)jzo,...,n de [a,b], de remplacer, pour tout i = 1,...,m, la variable
aléatoire F,'(y) par la valeur la plus proche dans I'ensemble {to, ... t,}. Soit y € 7
fixé, nous définissons I’estimateur empirique de I’inverse de ’espérance structurelle
en y par

5o ) =~ ST, (5.9)

ou
Vi=1,...,m,T;, =arg min }|Fi(tj) —yl.

ti€{to, - stn

Dans le théoréme suivant, nous montrons la consistance de cet estimateur dans

C@)l - lloo)-

—_—

Théoréme 5.12 Sous les hypothéses (5.3) et (5.5), Uestimateur empirique ¢ o f~1
converge presque stirement vers ¢ o f1:

mn

ps O
% .
oo Mm,n—-+o0o

|60 7 =00
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Démonstration 5.13 Pour tout y € Z, pour tout i = 1,...,m, nous avons

Ty, —arg _min |F(t;) —y

t;€{to,stn}
_ - -1
— g tje{Igg}.I.l.,tn} ’Fi(tj) ~hiok W)l

1 1
Fly)—=<T, <F! -
1 (y) n — Ji — 1 (y)+n’
d’ou, presque strement,
1 — - 1
(bofilm(y)_ E S gbofilmn(y) S gbofilm(y)—i_g (510)

Donc, pour montrer la convergence au sens de la définition 5.11, il suffit de mon-
trer la convergence presque sire des deux bornes de l'inégalité (5.10). Nous traitons
uniquement ici la borne supérieure, le traitement étant identique pour la borne infé-
rieure. Nous avons donc

‘¢oflm@>+%;—¢of—%w's\¢oflm@>—¢of—%w\+%,

- 1 1
¢Of_1m+__¢of_1 +_a
n n

<[eeFT. -0

o0

or, d’aprées le théoréme 5.3,

|ooT T =0 r| =0,

oo Mm——4o0o

d’ou la convergence de la borne supérieure de l'inégalité (5.10),

ps
— 0.

m,n—-+00

U EY

Comme pour le théoréme 5.5 et pour le corollaire 5.9, nous nous contentons de trai-
ter ici la normalité asymptotique de 'estimateur ¢ o f~1_ de facon vectorielle.

Théoréme 5.14 Nous nous plagons sous les hypotheéses (5.3) et (5.5). Soit le vec-

teur y = (y1,...,yr) de %, k € N*. Nous supposons de plus que n = m3+e gquec
a > 0. Alors,
(bofilmn(yl) ¢Of_1<y1> -
vm : - : m/\fk (0,I'(y))
oo f=1 . (yr) Qbof_l(yk)

ot T'(y) est la matrice de variance-covariance définie dans le théoréme 5.5.
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Démonstration 5.15 Pour tout i € {1,... .k}, Uinégalité (5.10) établie dans la
démonstration du théoreme 5.12 s’écrit

GO T )+ < G0 ) S 0T Tlyi) +

n

1
donc, pour n =m2%* (o> 0), nous avons

Vi (55 TT0() — 60 7 ) = — < Vi (30 ) — 60 £ (00)

et
— _ SEE—— _ 1
Vi (60 7 lu) =60 F7w) ) < Vi (60 F ) =60 S 7 ) ) + —,
donc
¢o f (Y1) go fHy)
Vm : - :
60 F ) ¢ ()
¢o fn(y) ¢po fHy) e
=Vm : - 3 +O0p | |,
¢o [ (k) $o f~H(ur) o
d’ou, d’apres le théoréeme 5.5, la convergence en los.
[ |
Pour construire un estimateur de la fonction de déformation ¢ o h; ! pour tout
i € {1,...,m}, dans le modéle échantillonné (5.2), nous allons utiliser la méme idée
que précédemment. C’est-a-dire que nous allons remplacer les valeurs inconnues
par les valeurs connues les plus proches. Soient ig € {1,...,m} et t € [a,b], nous

définissons l'estimateur empirique, conditionnellement & F;, = f;, € A, par

— 1 m
-1 . ‘
$ohiy () = —— §—1: T;,, (5.11)
iig
avec, pour tout i € {1,... ,m} \ i,

T, = i Ei(t;)) — Fy (t:)],
i argtjegg}}l_vtn}l (t;) — Fi (t5)]
avec

t, = ar min t, —tl.
J0 gtjE{to,...,tn}| J |

o —

L’estimateur ¢ o 1mn se déduit de I'estimateur ¢ o h;, 1m de la méme maniére que
—_—

lestimateur ¢ o f~1  se déduisait de l'estimateur ¢ o f~! . La principale diffi-
culté rencontrée, pour démontrer la consistance et la normalité asymptotique de

—_—
¢o h;olmm est liée au fait que deux approximations successives sont utilisées dans la
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définition (5.11). Plus précisément, la premiére approximation consiste a substituer
la valeur de ¢ € [a,b] sur laquelle nous voulons estimer ¢ o h; ', par la valeur la
plus proche sur la grille {¢,...,t,}. Pour mener a bien les démonstrations qui vont
suivre, nous commencons par définir le module d’uniforme continuité de déformation.

Définition 5.16 Soient H, et Hy deux processus de déformation indépendants et de
méme loi que H défini par (5.3). Nous définissons le processus aléatoire Ky, appelé
module d’uniforme continuité de déformation, par

KH((S): sup }Hlngl(tl)—Hlngl(tg)},520. (512)
(t1,t2)€[a,b)?
[t1—t2|<6
De plus, nous posons
Ly (Hz,0) = E(Ky(9)|Ha) , 6 > 0,

et
L}(Hy,6) = E (K7(8)|Hs) , 6 > 0.

Nous remarquons que presque stirement, pour tout § > 0,

donc LY (Hs,-) et L% (Hs,,), lespérance conditionnelle et le moment conditionnel
d’ordre 2 de Ky, existent bien. De plus, presque stirement,

LY (H,,0) = L% (H,,0) = 0.

Lemme 5.17 Les fonctions L}, (Hy,) et L (Hs,-) sont presque sirement continues
a droite en 0.

Preuve 5.18 Ce lemme découle directement de la définition du module d’uniforme
continuité de déformation Ky(-), du théoréeme de la convergence dominé et de la
continuité presque sire du processus H.

|
Le corollaire suivant nous montre, pour tout ig € {1,...,m} fixé, la consistance
de Vestimateur ¢ o b, ! dans (C([a,b]),] - [loo)-

Corollaire 5.19 Nous nous plagons sous les hypothéses (5.3) et (5.5). Soit iy €
{1,....m} fizé. Alors, conditionnellement a F;, = fi;, € A,

ps
—— 0.

oo Mm,n—-4o0o

Hgb/oh\i_olmn —¢o hi_o1

Preuve 5.20 Soit iy € {1,...,m} firé. Pour tout t € |[a,b], conditionnellement a
F,, = fi, € A, nous avons
Vie{l,...,m} i, Tj, =arg min |F;(t;) — fi, ()]
IZ1S to,...,tn}

—arg  min |Fi(t;) — F o F; o fi, (t5,)

ti€{to,tn}

Y
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or, F; étant strictement croissante,

_ _ 1
F’i 1ofi0 (tjo)_ ST]z S‘F; 1ofio (tj0)+g' (513)

De plus, nous avons
tj, =arg min [t; —¢[,
donc

1 1
t—— <t <t+-—,
n n

et, puisque f;, est strictement croissante,

fio (t - l) S fio(tjo) S fio (t+ l) .
n n

L’inégalité (5.13) implique donc l’inégalité

1 1 1 1
Fbo fi (t——) S <T,<Fof, (t+—) e
n n n n
d’ot
gbohfl t—l —l<¢/o;1 (t)<<;§ohf1 t_|_l —i—l (5.14)
0 m n n — 0 mn — W0 m n TL. .

Pour montrer la convergence au sens de la définition 5.11, il suffit de montrer la
convergence presque stre des deuzr bornes de l'inégalité (5.14). Le traitement de
ces deux quantités étant identique, nous nous intéressons seulement ici a la borne
supérieure. Nous avons

1\ 1 B
g) +g—¢0hzo (t)'

:'gbohi_olm <t+%) — ¢

< '¢o hi' <t+ %) —¢o hl.olm(t)‘ + % + )qso hi! (t)—¢o h;)l(t)‘ .

'gb o h;olm (t +

e}

)+ 14 G0 ()~ 901 (0)

Donce
R Iy 1 -1
sup [poh," |t+— )+ ——¢oh (t)
t€la,b] n n
1 1
< sup |¢pohy;' (t+—)—¢ohi01 (t)'+—+”¢ohi01 —¢oh
t€la,b] m n mn n " o0

D’aprés le corollaire 5.7, nous avons

[oonit, —sont| —==o.

co Mm—+oo
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1l nous suffit donc de montrer que

JE— 1 s
sup |¢ o h;ol (t + —) —¢o h;ol (t) S R
t€la,b] m n m m,n——+0oo

Nous avons, pour tout t € [a,b],

'¢oh;1m (t+ 1) —cboh:olm(t)\

n

1 & 1
=|—— Flofi [t+—-)=——— Flof (¢t
m—l; ¢ of0(+n) m_li_l i ofo()
iio i#io
<L§: Hioh ' (t+= — H;oh \(t)
_m—liz1 v o n v
i#£i0

1 B y
- sup H;oh ' (t,) — H;o hi ' (t2)],
m — 1 ; (t17t2)€[0,7b]2 ‘ 0 0

o [t1—to] <t

VAN

d’ot
— 1
sup ¢th‘_01 (t+—)—¢oh;01 (t)'
tela,b] m n m
1 m
< sup  |H;oh; ' (t) — Hioh;'(t2)|, (5.15)

m—1 i—1 (t1,t2)€[a,b]?
i#io \t1—t2\§%

avec, pour tout n € N*, les variables aléatoires

~ . 1
B (L) = morg - o)
n (t1,t2)€[a,b]?
‘t17t2|§%

i=1,....m, i#io

sont i.i.d. et de méme loi que

1
KH <—) ’ H2 - hio-
n

Soit ¢ > 0. Puisque par hypothése f;, = f o hi_o1 € A, alors h;, est continue. D’oq,
d’apres le lemme 5.17, LY, (Hy = hy,,+) est continue & droite en 0, et donc il existe
une valeur n. > 0, telle que

Ly (Hy = hiyn.) < €.
De plus, la monotonie du module de continuité Ky nous permet d’assurer que pour

un n € N assez grand (n > ni) linégalité (5.15) devient

sup
tela,b]

— 1\ —— 1 & o
—1 -1 1
¢Ohmm<t+g)_gbohz‘om(t)‘gm_l;ZIKH(%)-

iio
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Par la loi forte des grands nombres, nous déduisons de cette inégalité que

oo hl-_olm (t + %) —¢o hl-_olm(t))

0 <lim sup sup

m,n—+00 t&[a,b]

1 =,
< lim —— % Kj (n:) = Ly (Ha = hiy,ne) < €.
Zio

Ceci étant vrai pour tout € > 0, alors, presque sirement, nous avons

lim  sup
mn—+00 (g ]

— 1
pohy! <t - 5) —¢o hiolm(t)’ = 0.

D’ot la convergence presque sire de la borne supérieure de l'inégalité (5.14),

1 1 s
sup ¢Ohi_01 <t+—)+——q§ohi_01(t) — P .o
te|a,b] m n n m,n—-+o0

D’ou le résultat.
[ |

Comme pour les résultats de convergence en loi précédents, théoréme 5.5, corol-
laire 5.9 et théoréme 5.14, nous montrons dans le corollaire suivant une version

—

. el . y . .. -1
vectorielle de la normalité asymptotique de l'estimateur empirique ¢ o by~ .
Corollaire 5.21 Nous nous plagons sous les hypothéses (5.3) et (5.5). Soit iy €
{1,...,m} fizé. Soit, de plus, n = mite avec o > 0. Alors, conditionnellement a
F;, = fi, € A, pour tout vecteur t = (t,,...,t;) de [a,b]¥, k € N*,

o —

gohy' (i) ¢ohi'(th)
Vim ; - s —— N (0To(1)),
¢/Oh\;)1mn(tk) @0 hiy (1)

ot T'o(t) est la matrice de variance-covariance définie dans le corollaire 5.9.

Preuve 5.22 Soit i € {1,...,m} fizé. De plus, soit n = m2te quec o > 0, alors,
d’apres linégalité (5.14) de la démonstration du corollaire 5.19, nous avons pour
tout t; € {tl, R ,tk},

Vi (Gon, (1= 1) = donit, (0)

v (Gom (t) —6oh () ~
<vim (6o by, () — oot (t) (5.16)

<v/m (¢ oh !, (ti + %) —¢ohy, (1)

4 (G0l () = 6o k(1)) + =

0 m
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Pour avoir la normalité asymptotique, d’aprés le corollaire 5.9, il nous suffit de
montrer que

¢pohit () ¢ohyl(th)
Vm : - :
¢/O-h\;)1mn<tk) ¢ 0 hi,' ()
gpohy! (t1) ¢ohi () 1
gpohyt (t) ¢ ol () 1
or, pour cela, il nous suffit de montrer que pour tout 1 € {1,... .k},

Vi (6o, (5) — 6o by (1)
= Vi (0! (1) = 00 i (1)) +op (1),

et, d’aprés l'inégalité 5.16, cela revient a montrer que

/i (Wm (ti _ 1) - Wm@i)) = op(1)

n

Vi (G0 (1 1)~ 5o R0) = o)

Ces deuz résultats se traitant de maniére identique, nous nous contenterons de mon-
trer ici le résultat pour la seconde quantité. D’apres ’inégalité (5.15) de la démons-
tration du corollaire 5.19, nous avons

— 1y —— 1 Zm = (1
—1 —1
'vm (gbo hio m (tz + E) — gbo hio m(tl))‘ < me 2 K}{ (g) )
J#io
avec, pour tout j € {1,...,m} i,

- /1 1
i () =20 (3) =
= sup ‘Hjohi’ol (s1) —HjOh;Ol(SQ)‘ )
(s1,52)€a,b]?
\S1—S2|§%
Comme nous l’avons vu dans la démonstration du corollaire 5.19, les variables aléa-

toires (R’}{ (%)) , sont i.i.d.. De plus, en posant
Jj=1,.., m, j7io

1 =~ (1
T = Vm—— > KI ( =
mm—ljg1 H(n)’

J#io
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nous avons

e 0)

- (5 o) (3 -0

i 1
Or, d’apres le lemme 5.17, puisque n = m2"* avec o > 0, nous avons

Var (Z,,) — 0.

m—-+00

D’ou le résultat.

5.2.3 Estimation de ’espérance structurelle

Dans les deux parties précédentes (5.2.1 et 5.2.2) nous avons étudié des estima-
teurs de I'inverse de I'espérance structurelle (¢ o f~1) et des fonctions de déformation
individuelles ((;5 oh;ti=1,... ,m). Dans cette partie, nous allons définir un esti-
mateur de ’espérance structurelle elle-méme.

L’estimateur de I'inverse de ’espérance structurelle est défini, pour tout y € 7
fixé, par

ou

Vi=1.....m.T. = i Fi(t:) — vyl .
i=1,....m,Tj argtjef}ﬁl.,tn}‘ (t;) =yl

—_—
Par construction, la fonction ¢ o f=1 est une fonction en escalier croissante, avec

-----

-----

K(m,n
—_—

)
(b o fﬁlmn<y) = Z uk]]-}vk,vk+1[(y>7
k=0

olt les valeurs (uk)y_q_(mn) SONt telles que

a=Uy < U < ---< UK (m,n)—1 < UK (m,n) = b.
Ainsi, de fagon naturelle, nous définissons un estimateur de ’espérance structurelle
f o ¢! de la fagon suivante. Pour tout ¢ € [a,b], nous posons

K(m,n)—1

T Vg+1 — Uk
f (@] ¢_1mn(t) —_= Z <m(t — U,k;) + Uk) ]]'[ukyuk+l[(t) + ’UK(m7n)]l{b} (t)
k=0
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—_—
Par construction, notre estimateur f o ¢~!  est continu et strictement croissant
sur P'intervalle [a,b]. De plus, le théoréme suivant nous assure sa consistance.

Théoréme 5.23 Sous les hypotheses (5.3) et (5.5), lestimateur empirique f o =1,
converge presque siirement vers l’espérance structurelle fo ¢~ !:

ps
— 0.

oo Mm,n—-+o0o

|[Foomm —Foo

Démonstration 5.24 Nous montrons, dans un premier temps, que notre estima-

—

teur empirique f o ¢! converge ponctuellement vers f o ¢~!:

—

fod m~ foo.

—_—
A une transformation linéaire prés, notre estimateur ¢ o f=1,  peut étre consi-
déré comme une fonction de répartition empirique. Ainsi, en utilisant le lemme 21.2
de [vdV98], nous avons I’équivalence suivante sur les convergences simples:

— _— 1 _
00 b0 S (60 70,) (6077

ot, pour toute fonction I : T — [a,b], l'opérateur F~' est appelé inverse généralisée
de I, et est défini par

F71t: Jab — T
t — FY(t)=inf{yeZ; Fly) >t}.

1

Donc, pour tout t € [a,b], puisque ¢ o f~ est continue et strictement croissante,

nous avons

(607 1m) () 2 (00 f ) ()= Foo (1)

m,n—-+00

De plus, pour tout t € [a,b], nous avons

. 1 K(m,n)—1
(607 m) O =L@+ D UL ).
k=0

Il nous suffit maintenant, pour avoir la convergence simple de notre estimateur
foo=t,.., de montrer que, pour tout t € [a,b],

ps
— 0.

m,n—-+00

o0 ) = (607 ) (0

i

Or, soit t €|ukmmn),Ukmmn)+1] C [a,b], avec k(m,n) € {0,...,K(m,n) — 1}, nous
avons, par construction,

—

Vk(m,n) < f © Qﬁilmn(t) < Uk(m,n)+15
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donc, nous avons
. S -1
Vk(mn) — Vk(mn)+1 < [0 @710 (t) — <¢ o fflmn) (t) <O0.

De plus, nous avons une fonction limite f o ¢~ qui est continue, donc

Vk(m,n) — Vk(m,n)+1 m 0.

D’ou la convergence simple.

Pour conclure, nous faisons appel au théoréme de Dini (voir [Wag95]) qui nous
dit qu’une suite de fonctions croissantes continues sur un intervalle |a,b] converge
simplement vers une fonction croissante continue si, et seulement si, elle converge

uniformément. D’ot notre convergence uniforme.
[ |

5.2.4 Reéduction des hypothéses sur le processus de déforma-
tion

Les hypothéses (5.3.ii) faites sur le processus de déformation H dans la section 5.1
sont assez restrictives. En effet, ces hypothéses sont H(a) £ a et H(b) £ b. Nous
montrons ici que nous pouvons affaiblir ces hypothéses, en remplacant (5.3.ii) par

ii') H™'(-,a) et H~'(-,b) sont des variables aléatoires et leurs lois sont & support
compact, avec de plus

sup H H(w,a) < inf H™ (w,b).
wef we

Nous noterons (5.3) les hypothéses (5.3) dans lesquelles nous avons remplacé 1'hy-
pothése (5.3.ii) par ’hypothése (5.3.ii').

Nous nous plagons ici dans le cadre du modéle théorique (5.6) et nous nous
contentons de montrer la consistance de ’estimateur empirique (5.7) sous les hypo-
théses (5.3'). En effet, pour la normalité asymptotique et pour 1’extension au modéle
d’échantillonnage (5.2), les calculs sont similaires.

L’estimateur (5.7) est

1 m
- ~1
(b © f 1m = E Z F; :
=1
Ici, cet estimateur ne peut pas étre calculé sur la totalité de I'intervalle Z. En effet,
avec I’hypothése (5.3.ii’), les fonctions (f;),_, . peuvent ne pas étre toutes a valeurs
dans Z. Par contre, puisque ces trajectoires sont croissantes, elles sont toutes a
valeurs dans 'intervalle

T, = { max  fi(a), _min fi(b)}.

ie{l,...,m} ie{l,...,m
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En considérant les estimateurs associés aux bornes de cet intervalle, ¢’est-a-dire

max Fi(a) et min F;(b),
ie{1,...,m} ie{l,...,m}

puisque H1(a) et H'(b) sont & valeurs dans un compact, nous avons les conver-
gences presque sires des extrémes:

max Fj(a) —2— sup f o H }(w,a)
1€{1,...,m} m—+00 4,cQ

et
min  Fj(b) ——— inf fo H '(w,b).

i€{1,....m} m—+o00 weN
Comme la fonction f est continue et strictement croissante, cela se traduit par

max Fj(a) —2— f (sup Hl(w,a))

i€{1,....m} m—4o00 weN

et
min  Fj(b) —=— f (inf Hl(w,b)) .

€{1,...,m} m—+00 we

De plus, ’hypothése (5.3') nous assure que 'intervalle

7= [f (sup Hl(w,a)> i (inf Hl(w,b)>]
n’est pas vide. Dans le théoréme suivant, nous montrons la consistance de I’estima-
teur empirique (5.7) dans (C (i> Al ||oo>

Théoréme 5.25 Sous les hypothéses (5.8') et (5.5), lestimateur ¢ o f~1,, converge
presque stirement vers ¢ o f~! dans <C <i> aE Hoo>

S
P ..

oo m——4o0o

|07 - 0o s

Démonstration 5.26 Cette démonstration est la méme que la démonstration du
théoreme 5.3. Il s’agit d’une application directe du corollaire 7.10 page 189 de [LT91].
Notre estimateur

1 m
¢Of_1m :_Zﬂil
m i=1

1 & _
:E;Hiof 1

est bien défini et strictement croissant sur Uintervalle T. De plus, en posant

Xi=Hiof ' —¢oflieN
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et .
Sp=)Y X;neN,
i=1

les variables aléatoires (X;) sont, par définition, boréliennes a valeurs dans

i=1,....m
B = C(i) ot I est un compact de R, et B est un espace de Banach séparable. De
plus, le dual de B est I’ensemble des mesures bornées sur Z. Nous sommes donc bien
dans le cadre du chapitre 7 de [LT91] et nous pouvons appliquer le corollaire 7.10.
D’ou le résultat.

[ |

La figure 5.3 illustre ’estimation de la moyenne structurelle obtenue pour deux
courbes. Ces deux courbes représentent les valeurs prises sur l'intervalle [0,1] par
deux fonctions de répartition gaussienne, d’espérances différentes (17 # po) et de
méme variance. L’inverse de la moyenne structurelle (en pointillés) est ici calculée sur
I'intervalle Z, représenté par les deux droites horizontales en tirés. Cette moyenne

structurelle correspond & la fonction de répartition d’une gaussienne d’espérance

p1tpe
e

t

F1G. 5.3 — Les courbes en trait plein correspondent a deux fonctions de répartition
gaussienne, avec deux espérances différentes (11 # po) et une méme variance. La
courbe en pointillés correspond a la moyenne structurelle. Cette moyenne est la

fonction de répartition gaussienne d’espérance M2

Avec un raisonnement identique, il est possible d’étendre les résultats relatifs a
I’estimation des fonctions de déformation ¢ o h;ol avec ip € {1,...,m} fixé. 1l suffit
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dans ce cas de restreindre les estimateurs & des valeurs de ¢t appartenant & 'intervalle

[ffl (?lm} f@'<a>) Lo (@-eﬁ?%?m} ff@)} |

Comme précédemment, en considérant les estimateurs associés aux bornes de cet
intervalle, conditionnellement a F;, = f;, € A, nous avons

ot (Lo @) 2 1 (sup o o)

ie{l,....,m} m——400 weQ

-1 . ps —1 : -1
. F) ) —— f; f H b) | .
fm (ze{llr,lu,lm} Z( )) m—too "0 (zbrelfl Jo (w’ )>

De plus, puisque f;, est strictement croissante, et en écrivant f;, = f o h; ! donc

-1 _ -1
.y = hi, o f77, nous obtenons

fit ( max E(a)) —2 by, (sup H_l(w,a))

ie{l,...,m} m—+-00 weN

gt ( i }fi<b>) o, (g;;g H1<w,b>) |

ie{l,...m m—+o0

5.3 Cas ou la fonction f n’est pas croissante

Dans cette section, nous généralisons notre modéle a une fonction f qui n’est pas
strictement croissante. En effet, lorsque la fonction f n’est pas strictement croissante,
les estimateurs définis dans la section 5.2 ne sont plus applicables. L’idée que nous
développons maintenant est donc de transformer une fonction f quelconque en une
fonction g strictement croissante. Afin de définir une telle fonction g, nous suppose-
tels que o

a=35<8 < <58 <S41=2>b

et, pour tout k € {0,...,r — 1},

V(ti,ta) €]sk,Sk41l, V(t3,84) €]8k11,5k42];

ty < tyetty <ty= (f(ty) — f(t2)) (f(ts) — f(ts)) <O (5.17)

Notons,
F={f:ab] — T C R telle que (5.17)}

I’ensemble des fonctions strictement monotones sur un nombre fini d’intervalles
contigus, dont le sens de variation est alterné. Il est donc naturel de construire
une fonction croissante en utilisant la stricte monotonie de f sur chacun de ces in-
tervalles.
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5.3.1 Définition de notre transformation

Afin de simplifier les notations, nous définissons la fonction suivante.

-----

la fonction 11 par

II: ]a/7b[\{517'-'787"} XF — {_1’1}
—1  si s — Siw+1 > 0,

avec l(t) € {0,....,r}. Nous noterons, a f fizé, 7 = II(-,f).

Ainsi, la fonction 7 nous indique, pour tout ¢ €]a,b[\{s1,...,s,}, le sens de variation
de la fonction f sur l'intervalle ]Sl(t)asl(t)-i-l [ Nous utilisons cette fonction II dans la
définition de notre transformation.

Définition 5.28 Soit f € F. La transformation G(-,f) de f est définie, pour tout
t €la,b[~{so,...,S-41}, par

T s

G(t.f) = F@)m(t) = > m(0) F (1) Ljsgyonnl(8) + f(50) + D 1f (s5-1) = F(51) Lo (D),

k=0 k=1
et, pour tout k € {0,...,r + 1}, G(-,f) est définie par

k

Gl f) = @)+ D> f(sia) = ()],

=1

avec S 1 |f(si-1) — f(s1)| = 0. Nous noterons, a f fizée, g = G(-,f).

5.3.2 Propriétés
Proposition 5.29 Soit f € F. Alors, la fonction G(-,f) est srictement croissante.

Preuve 5.30 Soit f € F. Soit k € {0,1,...,r}, soit t €]sk,sk41],
k
g(t) = F&)m(t) = m(8) f(sw) + f(s0) + D [f(si1) = fls0)l;
1=1

en posant S0, | f(s1-1) — f(s1)] = 0. Ainsi,

k

9(t) = f(s0) = D |f(si1) = Fls)] = m(O)(f (1) = f(s0)),

=1

or, la fonction f est strictement monotone sur l'intervalle |sy,sx.1[, donc, si f est
strictement croissante (resp. strictement décroissante), alors

F) = f(sk)
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est strictement croissante (resp. strictement décroissante), de plus, pour tout t €
ISk,
n(t) =1 (resp. —1),
d’ou
m()(f() = fsk))
est strictement croissante, d’ou, g est strictement croissante sur |Sg,Sgi1[- De plus,
si [ est strictement croissante sur l'intervalle sk, Sk 1],

g(t) = F(t) = f(se) + f(s0) + D _ [ f(s11) = f(s1)],

or, d’aprés la définition,

k
g(sk) = f(s0) + D [f(s121) = f(s1)]
=1

et
k+1

9(ski1) = f(s0) + D |f(si0) = f(s0)l,

d’ou, pour tout t €]sy,Sk11],

et
9(t) = g(sk+1) = f(t) = f(sx41) <0,
donc
9(sk) < g(t) < g(sk+1)-

Donc, g est strictement croissante sur lintervalle fermé [sy,sk11]. Dans le cas ot
f est strictement décroissante sur lintevalle |sg,si11] , les calculs sont similaires.
Donc, pour tout k =0, ...,r, la fonction g est strictement croissante sur l’intervalle

[Sk,Sk1]. Done, g est strictement croissante sur [a,b].
|

Notre opérateur G transforme donc une fonction f € F en une fonction g strictement
croissante. La figure 5.4 nous montre ’exemple de la transformation G appliquée a
la fonction f:[0,1] — Z C R, définie par

t f(t) = 1397t% — 3877t° + 4004t* — 1899t + 409t* — 33t + 3. (5.18)

La fonction f appartient bien a F. Elle posséde r = 5 optima locaux dans I'intervalle
10,1[, en les valeurs s; & 0.06438, so ~ 0.22752, s3 ~ 0.44066, s, ~ 0.67062 et
sy ~ 0.90951. Ainsi, la figure 5.4 nous montre comment agit la transformation G
sur la fonction f. Pour tout £ =0, ...,r, la fonction f est strictement monotone sur
I'intervalle [sy,s41] et la fonction g associée & cet intervalle n’est autre que

une translation positive de f si f est croissante,
une translation positive de —f si f est décroissante.
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12

10
Il

0.0

. —
</ —

0.4 0.6 0.8 1.0
t

F1G. 5.4 — Les courbes correspondent, d’une part a la fonction f définie par (5.18),
et d’autre part, a la transformation associée g qui est strictement croissante. Les
lignes en tirés verticales correspondent auz valeurs (s)g_;  ._s-

Une autre propriété intéressante de 'opérateur G est que cette transformation ap-
pliquée sur les fonctions (f;),_, _,, nous replace dans le cadre du modele (5.2) et donc
dans le cadre des hypothéses des théorémes 5.12 et 5.14 et des corollaires 5.19 et 5.21.
La proposition suivante précise cette propriété.

Proposition 5.31 Soient la fonction f € F et les fonctions de déformation (hi)z‘=1,...,m
définies par (5.3). Alors, les transformées par G des fonctions (f;),_, ., notées
(9i)iz1,..m» SONE telles que

gi=go h;l.
Preuve 5.32 Soiti € {1,...,m} fizé. Il s’agit, dans un premier temps, de montrer
que la fonction f; € F. En effet, f € F, donc il existe des valeurs <Sk)k:1,...,r définies

par (5.17). Posons,
Vk € {1,...1}, st = hi(sp).

Ainsi, soit k € {0,...,r — 1}, soient

(tl,tg) € ]SZ,SZJFI[, (tg,t4) € }Sz+1,82+2[/ t1 <ty et ity <y,
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alors,
(filtr) = filt2)) (filts) — fi(ts)) = (f o hi ' (tr) — fohi'(t2)) (f o hi'(ts) — fohi'(ts)),
or, la fonction de déformation h; ' est strictement croissante, donc

sp < h; H(t) < hit(ts) < Spia

et
Skr+1 < hl-_l(tg) < hl-_l(tg) < Sk42,

d’ou, puisque f € F, nous avons

(fi(t1) — fi(t2)) (fi(ts) — fi(ts)) <O.

Donc f; € F. Ainsi, nous pouvons calculer la transformée g; de f;. Pour tout t €
Ja,b[~{st, ... s'}, nous avons

gi(t) = [ L) =) T(ES) filsi) Ly g (O Filso)+ D |Filsimr) = Filsi)| Lyap (D),
k=0 k=1

or
fit) = fohi'(t),
[(t,f;) = T(t.f o hi ') = TI(h;(2).f),
Lt ot o [(8) = Lo hstons) (D) = Wpspsya (i1 (1)) -
De plus, pour les valeurs {56, e ,s£+1}, le calcul est direct. D’ot

gi=gohi .

5.3.3 Application a& notre modéle

Ainsi, d’apres les propriétés du paragraphe précédent, la transformation G effec-
tuée sur chacune des fonctions (f;),_, , nous permet de remplacer le modéle (5.2),

.....

a savoir
le'j :fOH;1<t]),Z: 17"'7m7j207"' )1,
par le modéle
Zij=goH '(t;),i=1,....m,j=0,--- n. (5.19)
Le probléme majeur, pour I'utilisation pratique de la transformation G, est que
nous connaissons chaque fonction f;, i = 1,...,m, sur la grille (¢;)._, , mais que

7777777777

=U,...,

7777777777777
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D’aprés la structure de la transformation G, il parait naturel d’approcher les valeurs
(Zij)iey j=0,...n AT des accroissements successifs. C’est pourquoi nous définissons

.....

la suite de variables aléatoires (pour i € {1,...,m} fixé)
Zip = Yo
et ) )

Proposition 5.33 Soit f € F. Soient i € {1,...,m} et t € [a,b] firés. Soit une
suite

. j(n)
(4(n)),en avec e~ t.
Alors,
N s
Zijtn) = Zijm) 7 0-

Preuve 5.34 Soit i € {1,...,m} firé. Soit t €|a,b[\ {si,...,s'} firé. Soit | €
{0,1,...r} tel que t € |s},si,|. Soit une suite
j(n)

(j(n))neN avec T m) t,

alors

j(n)

dng €N /Vn € N,n>ng= == € |sj.s;,, [
n

Soit n € N avec n > ng, nous avons

Zijin) = Zijmy-1 + | Yijm) = Yijtm)-1|

j(n)
=Yio+ Y |Yik — Y|
k=1

De plus,

Zijmy = g0 H; ' (tjm)
[
= F, (tim) Tt F3) + 11 (), ) Fi (s)) + Fi(s0) + Y |Fi (si1) = B (sh)

k=1
avee Yop_, |Fi (si_;) — F; (si)]| = 0, d’ox,
!
Zijmy = T (i), F3) (Yigey — F (51)) + Yio + Y | Fi (si1) — B (s1)]
k=1
l
= Yijm = Fi (s1) | + Yoo + Y | Fi (sh1) — Fi (s

k=1
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Notons, pour tout k =1,...,1+ 1,

i

82‘ <t]k pk<"'<tjk§5k'

Ainsi, pour tout k =1, ...,l, nous avons
i (sk-1) = Fi ()]
= FZ (82—1) - ]k pk + Z ]k q t]k Q+1>> + FZ (tjk) - Fi (32)
:‘Fi (52—1) — Fi (tj,—p, }+Z|F ir—q) (tj—qr1)| + ‘F Ik _FZ(‘S%)‘
. pk .
= ‘FZ (82_1) - Yijk—pk} + Z |}/;jk_q4‘1 - Y;jk—q| + ‘Y;Jk —F (32)} )
q=1

donc

[F (si-1) = Fi (s3)

’FZ Sk 1 - Z]Ic pk}+Z’Y;Jk_ Sk }+ZZ|YZ]1€ —q+1 Z]Ic q|

k=1 k=1 g=1

N
‘FZ Sk 1 o Uk Pk}_'_Z‘ l]k_ﬂ(sz)}+2|nk_}/;k*1|
k=1

i
MN

k=1

FHﬂN Il

Ny,

Uk+1—DPk+1 Y; - |Y;1 - sz0|
k=1

Jk+1—Pr+1—1 |

De méme nous avons

= Vi — B (s1)| =

pr+1+1
7
§ |}/;jl+1—Q+1 - Yvijz-u—Q| + ’Y;jl+1—p1+1 - Fl (51)} - |Y;jl+1_pl+l - }/;jl+l_pl+l_1 .

q=ji+1—j(n)+1

Donc
~ +1
Zijn) = Zijny = Y | Fi (sho1) = Yajim pkHZ}Ym— i (
k=1

- Z |ka+1 —Dk+1 Z]Ic+1 pk+1—1| |Y;1 - Y;0|

D’ou, par continuité de la fonction f, F; est continue, donc

ps

Zijn) = Zijm) ——— 0.
Pour les valeurs de t € {sg, e ,si+1}, les calculs sont similaires.
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Comme pour les fonctions aléatoires (F;),_, ,,, mais cette fois-ci de fagcon dé-
terministe, nous définissons la suite

(Wi =)0,

-----

et la suite croissante associée

(25 =9(t5))0..m -

De la méme fagon que dans la définition (5.20), nous définissons une suite (Z;)
telle que

j:(]»"'»n

20 = Yo
et
V) e {1, o ,Tl}, 2]' = ,%-,1 + |yj - yj*1| . (521)

Nous déduisons directement de la proposition 5.33 que pour une valeur de ¢ € [a,b]
fixée, et pour une suite
(4(n)),en avec % o t,
nous avons
Zitm) = Zj(m) +0(1).
La figure 5.5 nous montre le graphe de la fonction f définie en (5.18) et de sa

[RRES) sy

(2j)j:07...7n est satisfaisante dés que n > 20. De plus, ces graphes nous permettent
de comprendre que ce qui est important pour une bonne approximation de g, ce
n’est pas tant la valeur de n, mais plutot le fait qu’il existe des valeurs sur la grille
de discrétisation qui soient proches des valeurs (sj),_, . oul le sens de variation
de f change. En effet, ces valeurs 1a servent de pivot et permettent de retrouver
de maniére asymptotique, comme le montre la propriété 5.33, ’ajustement est trés
satisfaisant, puisqu’il existe des valeurs de la grille de discrétisation qui sont de plus
en plus proches des valeurs (s;),_,

Dans le modéle (5.19), I'intérét principal n’est pas porté, en ce qui nous concerne,
sur la moyenne structurelle, & savoir g o ¢!, mais plutdt sur les fonctions de défor-
mation (h;) ., qui nous permettent, aprés une déformation inverse des fonctions
(fi)i—,__,, de retrouver une estimation de l'espérance structurelle f o ¢~'. Aussi,
la prof)o,sition 5.33 nous permet de définir, de fagon naturelle, un estimateur empi-
rique des fonctions de déformation basé, non plus sur les valeurs (Y;),_, . .o .

i=1,..,

mais sur les valeurs (ZZ> . Soit ig € {1,...,m} fixé et t € [a,b], nous

i=1,.m, j=0,....n

définissons, conditionnellement & F;, = f;,, 'estimateur empirique de ¢ o h; '(t) par
0 0 10 p

m

/—\i 1
gpoh,t ()= 1 2T (5.22)

=1
1#io
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n=10 n=15
: S /
© // © //
< 4//7d/r//( < V”/'J(Aﬁdk
o o
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t t
n=20 n=25

0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.8 1.0

/ ;—/
< L < et
06 06
t t
F1G. 5.5 — Les courbes en trait plein correspondent, d’une part a la fonction [ dé-

finie par (5.18), et d’autre part, G la transformation associée g qui est strictement
croissante. Les pointillés correspondent auz valeurs de (y;),_, , et de (%),

définies par (5.21) et calculées sur (tj = %)j:O...n’

et n = 25. Les lignes en tirés verticales correspondent auz valeurs (si),_, ,_s. lci,

avecn = 10, n = 15, n = 20

Uapproximation de la fonction g par les valeurs (éj)jzo _, est satisfaisante des que
n > 20.
ou, pour tout ¢ € {1,...,m} \ i,

T;, =arg min

Zij = Ziajo
t; E{to,.-tn}

Y

avec

t; = ar min t: —t|.
jo gtje{t07---,tn}‘ J |

Les estimations effectuées dans la section suivante seront faites a ’aide de cet estima-
teur. En effet, nous prendrons I’exemple de la fonction f définie par (5.18) qui n’est
pas strictement croissante. Nous aurons donc besoin de faire appel a 'opérateur G
pour estimer les fonctions de déformation.
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5.4 Simulations

Les simulations sont effectuées avec la fonction f représentée sur la figure 5.4 et
définie en (5.18). Cette fonction n’est pas strictement croissante mais appartient a
I’ensemble F défini par (5.17) avec r = 5: 57 & 0.06438, s ~ 0.22752, s3 ~ 0.44066,
s4 ~ 0.67062 et s5 ~ 0.90951.

5.4.1 Simulation des fonctions de déformation

Les fonctions de déformation (h;),_, ,, sont simulées a partir d’une fonction
que nous appelons fonction élémentaire de déformation. Une fonction élémentaire
de déformation est définie par un couple (c,d) €]a,b[*> de la fagon suivante:

IS
S]

(t—a)4+a si te€]lad,
(t—0b)+0b si te€leb.

(5.23)

[SaleY
QUL

u(e,d)(t) = {

(=

o

La figure 5.6 nous montre un exemple de fonction élémentaire de déformation. Il
s’agit d’une fonction strictement croissante, affine sur deux morceaux et passant
par les points (a,a) et (b,b). Les graphes des fonctions de déformation portent en
abscisse le label temps absolu et en ordonnée le label temps relatif lorsque la fonction
hi,t =1,...,m, est représentée, et réciproquement lorsque la fonction inverse h; li=
1,...,m, est représentée. Ce vocabulaire précise, naturellement, que le processus de
déformation H déforme I’axe des abscisses sur lequel se définit la structure de la
fonction f, et par la-méme, le processus déforme la fonction f pour chaque individu
i € {1,...,m}. Ainsi, pour retrouver I’espérance structurelle f o ¢! a partir d’une
fonction f;,7 = 1,...,m, il suffit de représenter f; dans le temps absolu, c’est-a-dire,
sur I'axe des abscisses déformé par la fonction de déformation inverse ¢ o h; .

La simulation d’une fonction de déformation h est définie par la composée de
plusieurs fonctions élémentaires de déformation:

h =wu(cp,dg) o---owu(cr,dr),

avec L € N. Ainsi, la fonction A est, par composition, continue et strictement crois-
sante, et les hypothéses (5.3) sont vérifiées. De plus, la proposition suivante nous
montre que h est affine par morceaux.

Proposition 5.35 Soit une suite de fonctions élémentaires de déformation, définie
par (u(c,dy)),_, . et notée de fagon abrégée (w),_, ;, avec L € N. Posons, pour
tout 1 € {0,1,...,L}, vy =uj0---ouy, avec ul la fonction identité et ul = h. Soit,

pour tout | € {1,... L},
1\ -1
{ o= ()7 (a),

Yy = h(l‘l)
Soient (xo,y0) = (a,a) et (xr11,yr11) = (b,b). Soit la permutation o de {0, ... ,L+1},
telle que

To = To(0) < To(l) S To2) S - S To(n-1) < To(r) < To(Lt1) = TLt1-
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temps relatif

a c b
temps absolu
F1G. 5.6 — Une fonction élémentaire de déformation u(c,d) : [a,b] — [a,b] définie

par (5.23) est une fonction strictement croissante, affine sur deur morceauz et pas-
sant par (a,a) et (b,b).

Alors, pour tout k =0, ...,L, la fonction h est affine sur [azo(k),xo(kﬂ)} , d’équation

Yo(k+1) — Yo(k
h(t) — ( ) (k) (
To(k+1) — Lo(k)

t = o)) + Yoih)-

Preuve 5.36 Soit k € {0,...,L} fizé et montrons que h est affine sur l'intervalle
[To(k) s To(etn))- Pour tout I € {1,... L}, nous avons

a ¢ Jui™ (2om) i (Tomsn) [ 4
en effet, si
ull_1 (:Eg(k)) << ull_1 (:pa(kﬂ)) ,

. . 1 . .
alors, puisque la composée (ul1 1) est strictement croissante, nous avons

_1\—1
Lo(k) < (Ull 1) (c1) < ZTo(hs1)
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or, ceci est impossible, au regard de la définition de la permutation o. Donc, nous
avons

g < ull_l (xo(k)) ou ull_l (xo(kﬂ)) <gq,
ainst, u; est affine sur [ulfl (x(,(k)) ,ulfl (xa(kﬂ))]. Ceci étant vrai pour tout | €
{1,...,L}, et par composition de fonctions affines, la fonction h est affine sur
[xo(k) 7'1‘0'(]'6“1’1)] .

|
La simulation de m = 100 fonctions de déformation (h;),_, _,, est effectuée
comme suit. Pour tout i € {1,...,m}, nous posons
hi = u(cy,db) o u(cy,dy) o ules,dy) o ulcy,d;) o u(cs,di), (5.24)
avec
— ¢ = 0.06438,
— ¢y = 0.22752,
— ¢z = 0.44066,
— ¢4 = 0.67062,
— ¢5 = 0.90951,

et, pour tout k € {1,...,5}, les valeurs (d}),_, sont des réalisations indépen-
dantes de la variable aléatoire uniforme D, définie par

— Dy ~U([e; — 0.03,¢; + 0.03)),

_ D2 ~U([cz — 0.09,c, + 0.09]),
- U([es — 0.17,¢5 + 0.17]),
- D4N Ul(leq — 0.11,¢4 + 0.11]),

— et D5 ~ Z/{([C5 — 0.02,65 + 002])
Un calcul direct nous montre que chaque fonction élémentaire de déformation est
d’espérance égale & I'identité. Donc, notre processus de déformation

H = u(cy,D1) o ulca,Ds) o u(cs,D3) o u(cy,Dy) o u(cs,Ds)
est d’espérance ¢ égale a l'identité. En effet, pour tout ¢ € [0,1],

o(t) =E[H(t)]

=E[u(ey,D1) o u(eg, Do) o u(es,D3) o u(cy,Dy) o u(es,Ds)(t)]
E[E(u(c1,D1) o u(ce,Ds) o u(cg,D3) o u(cy,Dy) o u(cs,Ds)(t)

| u(co, Do) o u(es,Ds3) o u(eyq,Dy) o u(es,Ds)(t))]

=E[u(cq,Ds) o u(cs,D3) o u(cq,Dy) o u(cs,Ds) ()],

et en répétant cette opération, c’est-a-dire en utilisant plusieurs fois I'espérance
conditionnelle, nous arrivons a

o(t) =E[u(cq,Dy) o u(cs,Ds)(t)]
=E[E(u(cs,D4) o u(cs,Ds)(t) | ulcs,Ds)(t))]
=E[u(cs,Ds5)(1)]
=t.
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Donc, dans ce cas particulier, 'espérance structurelle f o ¢! est égale & la fonction
f. La figure 5.7 nous montre, d'une part, les fonctions de déformation obtenues, et
d’autre part, la moyenne empirique de ces fonctions. La moyenne empirique est bien
approximativement égale a I'identité.

< | o |
— —
[ce) [ce)
o | o ]
E © s o
T o ] 8 o ]
o o
[%] %2}
joR Q.
E < E < |
L o L o
N N
o | o ]
o o
o 1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ o 1, ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
temps absolu temps absolu

F1a. 5.7~ A gauche, les fonctions de déformation simulées (h;),_; ,._i00- A droite,
la moyenne empirique de ces fonctions, soit une estimation de ¢. Cette estimation
est approximativement égale a la fonction identité.

5.4.2 Simulation des données

Les données issues du modéle (5.2) sont donc simulées par
yig = fohit(t;),i=1,...,m,j=0,...n, (5.25)

oit, m = 100, n = 100, la fonction f est définie en (5.18), les fonctions (h;),_; .,
sont simulées par (5.24) et t; = % pour tout j € {0,1,...,n}. La figure 5.8 nous
montre, d’'une part, les fonctions simulées, et d’autre part, la moyenne empirique
des ces fonctions. Nous observons trés bien que cette moyenne est une trés mauvaise
estimation de la fonction f. La fonction moyenne n’a plus la méme amplitude que

les fonctions (f;),_, . de notre échantillon.
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

F1G. 5.8 — A gauche, les fonctions simulées par (5.25). A droite, la moyenne de ces
fonctions en les points (tj)j:0 100 (€n pointillés) et la fonction f (en trait plein).

5.4.3 Estimation

L’estimation des fonctions de déformation (gb oh; 1)i: ., est effectuée, en les

1.,

points (¢;) .» par 'estimateur défini en (5.22). Ainsi, pI)ur tout t € {to,...,tn},

Jj=0,..,,
nous avons
—_—— 1 m
1 Z
(bohio mn<t>_m_1 : Tjiv
i=1
iio
ou, pour tout i € {1,...,m} \ i,
T. =ar min Zii — Ty
Ji gtje{to,...,tn} " o)
avec

t, = ar min t, —tl.
J0 gtjE{to,...,tn}| J |

La figure 5.9 nous présente le résultat du recalage des fonctions (f;),_, . Plus

précisément, pout tout ig € {1,...,m}, cette figure trace les points
<¢ ° hmlmn<tj>vyioj) : (5.26)
7=0,....,n
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Ces points correspondent a des estimations de I’espérance structurelle f o ¢~!. En

effet, pour tout ig € {1,...,m}, nous avons
fo=Ffohy!=fod odohl.
La figure 5.9 montre que le recalage de chaque fonction f;; i = 1,...,m, sur la

fonction f (f est en trait plein) est satisfaisant.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

F1G. 5.9 — Les fonctions recalées sont en pointillés, les coordonnées des points tracés
sont donnés par (5.26). La fonction f est en trait plein.

5.5 Cas ou les mesures sont bruitées

Dans cette section, nous explicitons une méthode automatique pour résoudre le
probléme du recalage de courbes dans le cadre de données mesurées avec un bruit.
Ainsi, les données sont issues du modéle

Yij=foH Mt;) +ey,i=1,....m,j=0,...n, (5.27)

avec les méme hypothéses que pour le modéle (5.2). Seulement ici, nous avons un
bruit sur nos mesures, modélisé par les variables aléatoires (g;;)._ - sup-
’ J 271,...,771,_]70,...,71’

posées indépendantes et de méme loi N'(0,0?). Ainsi, les données simulées sont celles
de la section 5.4 auxquelles nous avons ajouté les réalisations d’une variable aléatoire
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normale centrée et d’écart-type o = 0.05. Cet écart type correspond approximative-
ment & 5% de 'amplitude entre les deux optima locaux successifs les plus proches
de la fonction f.

La méthode d’estimation de la fonction f o ¢! est basée sur ’estimation de
chaque fonction f;; ¢ = 1,...,m, par un estimateur & noyau (voir par exemple
[WJ95]). Ensuite, I'estimation des fonctions de déformation (¢oh;')._,  mnous
permet de recaler les fonctions ( fz)z:1m et d’en calculer la moyenne, C'est-a-dire
une estimation de f o ¢~!. Plus précisément, la méthode que nous appellerons pro-
cessus de recalage, est basée sur les cinq points suivants:

1. Pour tout i € {1,...,m}, nous estimons la fonction f; par
Z Yio m f(to),
i >:iiy s
(3 n m p— wm mﬂ—‘,—oo nj)s

et, pour tout j € {1,...,n — 1}, nous estimons f;(¢;) par
A ZZ:O Yip ® (tkl,;tj>
fz(t]) - Zn ) (tkftj>
IC:O 123

oil, les valeurs (Yj;),_ ....m, j0...n Sont données par (5.27), la fonction ®, appe-
lée le noyau, est égale & la densité d’une loi N(0,1), et les valeurs (v;),_; .,
appelées les largeurs de fenétre, sont dans R7 .

(5.28)

2. Pour tout couple (i,5) € {i =1,...,m} x {0,...,n}, nous calculons la valeur
Zij, en substituant, dans la définition (5.20), les variables (Y;;),; par les esti-

mations (ﬁ(@))w
3. Pour tout couple (i,j) € {i = 1,...,m} x {1,...,n — 1}, nous calculons une
estimation de ¢ o h; '(t;), notée
oh; (t), (5.29)
en substituant dans la définition (5.22), les variables (Z,j)l _par les estimations
(Zij),;- Bien évidemment, pour tout ¢ € {1,...,m}, nous pojsons ¢o hi_l(to) =0

et poh; (t,) = 1.

4. Pour tout 7 € {1,...,m}, nous avons une estimation de la fonction fo¢~ !, en
les points {to,...,t,}, donnée par

1 & 5 1
= E;Yioa]m(tn) = EZYW’
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et, pour tout j € {1,... n— 1},

ZZ—O Y'qu) (¢5h;1(tk)*tj)
Fi)= S0 (dhl(t;)—t-) ’ (5.30)
n oh; J
k=0 Ti
avec, pour tout ¢ € {1,...,m}, 7, € R%.
5. Enfin, l'estimation de f o ¢~ en les points (t;),_, . est donnée par
. 1 = 3
ft)==>_f'ty. (5.31)
m
i=1

Pratiquement, la mise en place de cette méthode d’estimation nécessite de définir
les valeurs des largeurs de fenétre (v;),_, , utilisées en (5.28) et (7;),_, _,, utili-
sées en (5.30). Le choix des ces valeurs est bien évidemment trés important. Plus
précisément, le choix des valeurs (v;),_, . est plus important que celui des valeurs
(Ti)iz1....m- En effet, les valeurs (;),_, . interviennent dés le début du processus de
recalage et I’erreur d’approximation risque de se propager, voire de s’amplifier, lors
des approximations successives. Par contre, les valeurs (7;),_; ,, n’interviennent
que dans le calcul de ’estimation f en fin de processus. Pour cette raison, nous choi-
sissons d’estimer ces derniéres simplement par validation croisée (|[WJ95]). Quant
au choix des valeurs (v;),_; ., nous allons voir le résultat avec deux méthodes,
d’une part la validation croisée, et d’autre part une méthode d’estimation basée sur
la minimisation d’un critére empirique.

Alinsi, une méthode classique, en estimation non paramétrique, consiste a estimer
chacune des largeurs de fenétre par validation croisée. La figure 5.10 nous donne le
résultat du processus de recalage et d’estimation de 1'espérance structurelle f o ¢!

en utilisant la validation croisée. Le graphe des fonctions estimées < fl) (fi-
i=1,....m

gure 5.10, en haut, a droite) nous montre que le choix de la validation croisée comme
méthode d’estimation pour les valeurs (v;),_; ., n’est pas optimal. En effet, il est
reconnu que la validation croisée a tendance & estimer la largeur de fenétre par une

trop petite valeur, ce qui a pour conséquence d’avoir des estimations < fz)
i=1,....m

trés proches de nos données, et donc pas assez débruitées. Ceci est manifeste dans
la figure 5.10 (en haut, a droite). Dans notre contexte, cela détériore ’estimation
de nos fonctions de déformation, et donc I’estimation de notre fonction f o ¢~! (fi-
gure 5.10, en bas). Ainsi, nous remarquons qu’il est plus intéressant de surévaluer les
valeurs (1;) i=1....m» Plutot que de les choisir trop petites. Cela se comprend aisément,
puisque l'estimation des fonctions (f;),_, ..m est utilisée pour estimer les fonctions
de déformation, et non pas pour avoir une estimation des fonctions ( fi)i:l,...,m elles-
mémes. Ainsi, il s’agit de bien débruiter nos données, quite & avoir des estimations

-----

conclure, que, pour cet exemple, la validation croisée ne donne pas de bon résultats.
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En effet, la figure 5.10 nous montre qu'un grand nombre de fonctions de déformation
est mal estimé (figure 5.10, en bas, a gauche) et que la fonction f o ¢! n’est guére
mieux estimée que par la moyenne (figure 5.10, en bas, a droite).

Une deuxiéme méthode d’estimation des valeurs (v;),_, , consiste & choisir les
valeurs qui minimisent un critére approprié. Dans ce cas, il est évident que les calculs
seront d’autant plus importants (en temps de calcul machine) que le nombre de

parameétres a estimer sera important. Aussi, nous choisissons ici de n’utiliser qu'une

seule largeur de fenétre v pour nos m fonctions < fl) . Ainsi, nous remplacons,
i=1,....m

dans le processus de recalage, I’estimation (5.28) par

o ZZ:O Yir® (@)
fi(tj) - Zn o (tk—tj>
k=0 v
avec v € R%. De plus, l'estimation de v doit étre optimale pour le recalage des

courbes (f;),_; .. Il est donc naturel de choisir la valeur de v qui va minimiser le
critére

S| - fw)) (5:52)
i=1 j=0
soit m n
U= arglgleiilzz ’J?l(tj) - f(tj) )
i=1 j=0

avec L un ensemble convenablement choisi. Ici, nous avons choisi

3 6 14 15
1000°1000” " 710001000

L=A{ }.
Donc, la procédure d’estimation de 7 consiste & répéter les cinq étapes du processus
de recalage pour les différentes valeurs de v € L, et a choisir la valeur minimisant
le critére (5.32). La figure 5.11 nous montre le résultat de ces calculs pour v €
{135,755 - - - »Too5+ 7005 1 - La valeur minimale est atteinte pour 7 = 0.011.

La figure 5.12 nous donne le résultat du recalage des courbes (f;),_, . et de
I'estimation de f o ¢!, avec 'estimation de v: © = 0.011. Le résultat du recalage
des courbes et de ’estimation de f o ¢! est ici assez satisfaisant.
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F1G. 5.10 — En haut, d gauche, les données bruitées, simulées par (5.27). En haut, a

droite, les fonctions ( ﬁ) calculées par (5.28), avec les largeurs de fenétre
i=1,....m

(Vi)iz1, . estimées par validation croisée. En bas, a gauche, les fonctions brui-

tées recalées, c’est-a-dire les points ((b o h; 1(tj),yl-j> , avec les valeurs

i=1,...,m, 5=0,...,n

(gb o h;l(t]—)> estimées par (5.29) et les données (y;;) Si-
i=1,...,m, j=0,...,n

mulées par (5.27). En bas, a droite, la fonction f (en trait plein), la moyenne des

fonctions recalées (en tirés) estimée par (5.31) et la moyenne obtenue sans aligne-
ment (en pointillés).

i=1,...,m, j=0,...,n
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F1G. 5.11 — Erreurs calculées selon le critere (5.32) pour les wvaleurs de v €

5 6 14 15 - : N
{1000,1000, o ,1000,1000}. Le minimum est atteint pour v = 0.011.
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F1G. 5.12 — En haut, a gauche, les données bruitées, simulées par (5.27). En haut,

a droite, les estimations ( ﬁ) calculées par (5.28), avec les largeurs de fe-
i=1,....m

nétre (Vi);_, ., toutes égales 4 v = 0.011. En bas, a gauche, les fonctions brui-
tées recalées, c’est-a-dire les points ((b o h; 1(tj),yl-j> , avec les valeurs
i=1,...,m, 5=0,...,n

(gb o h;l(t]—)> estimées par (5.29) et les données (y;;) Si-

i=1,...,m, j=0,...,n
mulées par (5.27). En bas, a droite, la fonction f (en trait plein), la moyenne des

fonctions recalées (en tirés) estimée par (5.31) et la moyenne obtenue sans aligne-
ment (en pointillés).

i=1,...,m, j=0,...,n
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